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图的符号 k －控制

袁秀华

( 南京林业大学 数学系，江苏 南京 210037)

摘要:设 G( V，E) 为一个图，k为任意的正整数且 k不超过 |G |，若有一个函数 f: V{1，－ 1}满足: V中至少有 k个点满足 f［v］≥
1，则称 f为图 G的一个符号 k －控制函数，图 G的符号 k －控制数定义为 γ － 11

ks ( G) = min{ f( V) | f为图 G的一个符号 k －控制} ．
给出了图的符号 k －控制数的下界的一个改进的结论，并确定了轮图的符号 k －控制数．
关 键 词:符号 k －控制函数; 符号 k －控制数; 轮图
中图分类号: O157. 5 文献标识码: A

本文未说明的符号和术语见文献［1］～［3］．
设图 G( V，E) 为一个图，其中 V，E 分别为图 G 的顶点集和边集，对任意的点 ν∈V( G) ，NG ( ν) 表示点 v

的邻域，NG［ν］= NG ( ν) ∪{ ν} 表示点 v的闭邻域，在不引起混淆的情况下简记为 N( ν) 及 N［ν］．
对于一个实值函数 f: V→R和一个子集 S⊂V，f( S) =∑

ν∈S
f( ν) ．对任意的 ν∈V( G) ，f( N［ν］) 简记为

f［ν］．此外，f( ν) 为点 ν在 f下的标号，|G |为图 G的阶．
定义［1 ～ 3］ 设图 G( V，E) 为一个图，k为任意的整数( 1≤k≤ |G | ) ，一个双值函数 f: V→{ 1，－ 1} 若满足:

V中至少有 k个点满足 f［ν］≥1，则称 f为图 G的一个符号 k －控制函数，图 G的符号 k －控制数定义为 γ － 11
ks

( G) = min{ f( V) | f为图 G的一个符号 k －控制函数} ．特殊地，当 k = |G |时，符号 k －控制函数为符号控制函
数，记为 γs ′( G) ．
对于符号控制函数，目前已经有很多结论．但对于符号 k －控制函数，已知的结论相当少． E. H. Cockayne

得到了路，圈，星的符号 k －控制数，并得到了一些特殊图上的界限．徐根保老师得到了一般图的符号 k －控
制数的一个下界并确定了完全二部图的符号 k －控制数［3］．本文在上述基础上得到了一个改进的下界并确
定了轮图的符号 k －控制数．

1 定理和证明

引理 1［3］ 对于任意 n阶图 G( |G |≥3) 和任意的整数( 1≤k≤n) ，则
( 1) 当 1≤k≤n － 2，γ － 11

ks ( G) ＞ 4 － n

( 2) 当 k = n － 1，γ － 11
ks ( G) ≥2「( － 1 + 8n■ － 3) /2■ － n

( 3) 当 k = n，γ － 11
ks ( G) ≥2「( － 1 + 4n■ － 3) /2■ － n

定理 1 对于任意 n阶图 G( |G |≥3) 和任意的整数 k( 1≤k≤n) ，δ为图 G的最小度，则
( 1) 当 1≤k≤n － 2，γ － 11

ks ( G) ＞ 2［( δ + 3) /2］－ n
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( 2) 当 k = n － 1，γ － 11
ks ( G) ≥2「( 1 －［( δ + 3) /2］+ ［( δ + 3) /2］2 + ( 4n － 6) ［( δ + 3) /2］■ + 5) /2■ － n

( 3) 当 k = n，γ － 11
ks ( G) ≥2「( 3 －［( δ + 3) /2］+ ( ( δ + 3) /2) 2 + ( 4n － 6) ［( δ + 3) /2］+ 5 － 4■ n) /2■ － n

注: 定理的证明类似于文献［3］，只需考虑当 f［ν0］≥1，N［ν0］中必有［( δ + 3) /2］个点满足 f( ν) ≥1．显
然，文献［3］中的结论是此结论当 δ = 1 时的特殊情况．
定理 2 设 Wn + 1为轮图，k为任意的整数( 1≤k≤n)

γ － 11
ks ( Wn + 1 ) =

「( 4k － 3n + 3) /3■ ，k = 3t( 4t /3≥n) 或 k = 3t + 1( ( 4k + 2) /3≥n) 或 k = 3t + 2
「( 4k － 3n + 5) /3■ ，k = 3t( 4k /3 ＜ n) 或 k = 3t + 1( ( 4t + 2) /3 ＜ n{ )

证明 先证明 n为偶数时的情况形．
设 Wn + 1 = { ν0，ν1，ν2，…，νn} ，其中 ν0 为中心点 Wn + 1 = Cn + Sn + 1 ．
下面给出轮图的符号 k －控制的一个下界．
f为图 G的任一个符号 k －控制函数，且 γ － 11

ks ( G) = ∑v∈v( G)
f( ν) ．

情况 1 当中心点满足 f［ν0］≥1 且 f( ν0 ) = 1，
其余满足 f［ν］≥1 的 k － 1 个点在 Cn 上，因 |N［ν］| = 4 为偶数，故应有 f［ν］≥2，另外的 n － k + 1 个点中

至少有两个点满足 f［ν］≥0，其余 n － k － 1 个点满足 f［ν］≥ － 2． ∑
ν∈V( Cn)

f［ν］= 3f( Cn ) + nf ( ν0 ) ≥2 ( k － 1)

－ 2( n － k － 1) = 4k － 2n，即 3γ － 11
ks ( G) = 3f( Cn ) + 3f( ν0 ) ≥4k － 2n － ( n － 3) f( ν0 ) ，即 γ － 11

ks ( G) ≥ ( 4k － 3
n + 3) /3．
情况 2 当中心点满足 f［v0］≥1 且 f( ν0 ) = － 1，
其余满足 f［ν］≥1 的 k － 1 个点在 Cn 上，因 |N［ν］| = 4 为偶数，故应有 f［ν］≥2，另外的 n － k + 1 个点中

至少有两个点满足 f［ν］≥0，其余 n － k － 1 个点满足 f［ν］≥ － 4． ∑
ν∈V( Cn)

f［ν］= 3f( Cn ) + nf( ν0 ) ≥2( k － 1) － 4

( n － k － 1) = 6k － 4n + 2，即 3γ － 11
ks ( G) = 3f( Cn ) + 3f( ν0 ) ≥6k － 4n + 2 － ( n － 3) f( ν0 ) ，即 γ － 11

ks ( G) ≥( 6k － 3n
－ 1) /3，即 γ － 11

ks ( G) ≥( 6k － 3n － 1) /3．
情况 3 当 k个满足 f［ν］≥1 的点全在 Cn 上且 f( ν0 ) = 1，
因 |N［ν］| = 4 为偶数，故应有 f［ν］≥2，另外的 n － k 个点中至少有两个点满足 f［ν］≥0，其余 n － k － 2

个点满足 f［ν］≥ － 2，
即 3γ － 11

ks ( G) = 3f( Cn ) + 3f( ν0 ) ≥4k － 2n + 4 － ( n － 3) f( ν0 ) ，即 γ － 11
ks ( G) ≥( 4k － 3n + 7) /3．

情况 4 当 k个满足 f［ν］≥1 的点在 Cn 上且 f( ν0 ) ≥ － 1，因为 |N［ν］| = 4 为偶数，故应有 f［ν］≥2，另
外的 n － k个点中至少有两个点满足 f［ν］≥0，其余 n － k － 2 个点满足 f［ν］≥ － 4． ∑

ν∈V( Cn)
f［ν］= 3f( Cn ) +

nf( ν0 ) ≥2k － 4( n － k － 2) = 4k － 4n + 8，即 3γ － 11
ks ( G) = 3f( Cn ) + 3f( ν0 ) ≥4k － 4n + 8 － ( n － 3) f( ν0 ) ，即 γ － 11

ks

( G) ≥( 4k － 3n + 5) /3
总之，γ － 11

ks ( G) ≥「( 4k － 3n + 3) /3■
当 k = 3t，γ － 11

ks ( G) ≥4t － n + 1
当 k = 3t + 1，γ － 11

ks ( G) ≥4t － n + 3
当 k = 3t + 2，γ － 11

ks ( G) ≥4t － n + 4，n为偶数，γ － 11
ks ( G) 为奇数，所以 γ － 11

ks ( G) ≥4t － n + 5．
下面给出一个上界．
k = 3t且 4k /3≥n时，设 f( ν3i + 1 ) = － 1，f( ν3i + 2 ) = f( ν3i + 3 ) = 1，( 0≤i≤t － 1) ，f( ν3t + 1 ) = － 1 其余 f( ν) =

－ 1，此时 f( Wn + 1 ) = t + 1 － ( n － 3t) = 4t － n + 1．
k = 3t + 1 且( 4k + 2) /3≥n时，
设 f( ν3i + 1 ) = － 1，f( ν3i + 2 ) = f( ν3i + 3 ) = 1( 0≤i≤t － 1) ，f( ν3t + 1 ) = － 1，f( ν3i + 2 ) = 1，其余 f( ν) = － 1，此时

f( Wn + 1 ) = t + 1 － ( n － 3t － 2) = 4t － n + 3
k = 3t + 2 时，
设 f( ν3i + 1 ) = － 1，f( ν3i + 2 ) = f( ν3i + 3 ) = 1( 0≤i≤t) ，其余 f( ν) = － 1，此时 f( Wn + 1 ) = t + 1 + 1

－［n － 3( t + 1) ］= 4t － n + 5．

101第 4 期 袁秀华: 图的符号 k －控制

ChaoXing



k = 3t且 4k /3 ＜ h时，由 γ － 11
ks ( Wn + 1 ) ≥( 4k － 3n + 3) /3，当取下界时，即为情况 1 时 γ － 11

ks ( Wn + 1 ) = 4k /3 －
n + 1≤0，中心点满足 f［ν0］≥1 且 f( ν0 ) = 1，则由 f［ν0］≥1 知 Cn 上至少有 n /2 个点满足 f( ν) = 1，则 γ － 11

ks

( Wn + 1 ) ≥1，矛盾! 故 γ － 11
ks ( Wn + 1 ) ≥4k /3 － n + 2，因当 n为偶数时，γ － 11

ks ( Wn + 1 ) 为奇数，故 γ － 11
ks ( Wn + 1 ) ≥4k /3

－ n + 3 = 4t － n + 3．
同理可证 k = 3t + 1 且( 4k + 2) /3 ＜ n时，由 γ － 11

ks ( Wn + 1 ) ≥「( 4k － 3n + 3) /3■ = ( 4k － 3n + 5) /3，当取下
界时，有两种可能．当是情况 1 即 γ － 11

ks ( Wn + 1 ) ≥( 4k － 3n + 5) /3 = ( 4k + 2) /3 － n + 1≤0 且中心点满足 f［ν0］
≥1 且 f( ν0 ) = 1，则由 f［ν0］≥1 知 Cn 上至少有 n /2 个点满足 f( ν) = 1，则 γ － 11

ks ( Wn + 1 ) ≥1，矛盾! 当是情况
4，k个满足 f［ν］≥1 的点在 Cn 上且 f［ν0］= － 1，至少有 k + 2 个 Cn 上的点满足 f( ν) ≥1，γ － 11

ks ( Wn + 1 ) ≥k + 2
－ 1 － ( n － k － 2) = 2k － n + 3≥( 4k － 3n + 5) /3，故

γ － 11
ks ( Wn + 1 ) ≥( 4k － 3n + 5) /3 + 1，因当 n为偶数时，γ － 11

ks ( Wn + 1 ) 为奇数，故 γ － 11
ks ( Wn + 1 ) ≥( 4k － 3n + 5) /

3 + 2 = 4t － n + 5．
下面给出一个上界．
k = 3t且 4k /3 ＜ n时，设 f( ν3i + 1 ) = － 1，f( ν3i + 2 ) = f( ν3i + 3 ) = 1( 0≤i≤t － 1) ，f( ν3i + 2 ) = 1，其余 f( ν) = －

1，此时 f( Wn + 1 ) = t + 1 － ( n － 3t － 2) = 4t － n + 3．
k = 3t + 1 且( 4k + 2) /3 ＜ n时，
设 f( ν3i + 1 ) = － 1，f( ν3i + 2 ) = f( ν3i + 3 ) = 1( 0≤i≤1) 其余 f( ν) = － 1，此时 f( Wn + 1 ) = t + 1 + 1 － ( n － 3t －

3) = 4t － n + 5
同理可证 n为奇数时，结论也成立．
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On Signed k － subdomination Numbers of Graphs

YUAN Xiu － hua

( Mathematics Department，Nanjing Forestry University，Nanjing 210037，China)

Abstract: Suppose G( V，E) is a graph，k is a random positive integer less than |G | . If a function f: V{ 1，－ 1} sat－
isfy: there are at least k vertices satisfied with f［v］1，then f is a signed k － subdomination function of G. We denote
the signed k － subdomination numbers by γ － 11

ks ( G) ，which is the minimum signed k － subdomination function of G.
In this paper，we give a improved low bound of the signed k － subdomination number of a graph G，finally the signed
k － subdomination numbers of wheels are determined.
Key words: signed k － subdomination function; signed k － subdomination numbers; wheels
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