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摘要：针对灰色多属性决策中决策者策略单一和收益期望不明确的问题，考虑决策者收益最大化与博弈论求解最优混合策略

相似的特点，提出了一种基于两人零和博弈的灰色多属性决策方法。 该方法首先通过语言信息决策构建原始评价信息，然后利

用加权算术平均算子得到灰色评价矩阵，求解灰色线性规划，得到决策者最优混合策略以及各方案的期望收益，通过可能度矩

阵，形成排序向量，得到方案排序。 最后通过算例验证及与其他方法进行对比分析，说明该方法的可行性和有效性。
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目前，多属性决策（

MADM

）在管理实践，项目选择，商业，农业，电力

[1-5]

等领域得到了广泛的应用，根据

实际情况的不同，在决策过程中会加入不同的方法，如：

TOPSIS

，

EDAS

，

VIKOR

[6-8]

等。由于现实情况的不确定

性，客观事物的复杂性，对于相关属性决策定性分析很难给出确定的数值，数据处理往往加入模糊数，区间

数来让模型更贴近事实。 博弈论在多属性决策问题中，可以确定决策指标权重

[9-10]

，模型建立和求解排序

[11]

,

解决均衡策略的问题，确定最合理的方案，所以，博弈论可以很好的解决多属性决策问题。

关于灰色多属性决策方法的研究，国内外学者集中于研究以下几个方面：构建灰色决策模型

[10]

，属性权

重的确定

[13]

，决策方案择优

[14]

和新决策方法的提出

[15-18]

。在基于博弈论的多属性决策问题中，博弈论应用在模

型建立

[19-20]

，确定指标权重

[21-23]

和模型求解

[24]

等问题。 在基于博弈论解决模糊多属性决策问题中，

Chen Yu

Wen

[19]

教授首次提出了决策者和自然的概念，利用两人零和博弈方法探讨了三角模糊数多属性决策问题；

方志耕

[11]

构建决策者收益矩阵，提出了灰色全局纯局势下的灰鞍点，通过最大最小策略求解局中人最优策

略；罗党

[25]

提出带有灰色约束的和具有混合策略的灰色两人有限零和博弈方法，还有区间数大小不能直接判

定的灰博弈分析；万树平

[20]

在文献

[19]

的基础上，提出了利用对偶线性规划模型求解区间值两人零和博弈；

彭金栓

[26]

研究了将有限零和灰色博弈模型应用于车辆车道变换决策，提出了整体综合效益函数，通过模型求

解使得整体最优。 综上所述，利用博弈论解决灰色多属性决策问题已经有了一定的理论基础，并运用到实际

问题中。

由于传统决策方法与博弈论方法解决灰色多属性决策问题，往往只给出具体方案的排序，而对于决策

者实际收益期望和混合策略并不明确，本文在上述研究的基础上，加入的语义评价以及各属性值的权重，构

建博弈矩阵，求解得到决策者与自然方的最优混合策略，计算决策者各方案的期望收益

,

通过可能度矩阵，

形成排序向量，得到方案排序。

1

灰色型多属性决策方法

１.1

决策方法基本思路

由于灰色多属性决策的复杂性和不确定性，而语言集能较好地刻画现实的模糊信息，具有简单实用的
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特点

[22]

。 本文采用语言信息决策，构建原始评价信息，通过语义评价表量化得到评价矩阵，将决策看作决策

者与自然方的灰色两人零和博弈，将数据加权标准化后，得到决策者收益矩阵，然后通过求解得到决策者最

优混和策略和决策采用混合策略得到的收益期望。 由于收益为灰色区间数，无法直接进行比较，于是采用可

能度矩阵，形成排序向量，得到方案排序，为决策者提供了一个可以量化的参考。

１.2

基于博弈的决策方法步骤

根据上述内容，下面给出决策方法的具体步骤。

Step1

构建灰色决策矩阵。在文献

[19-20

，

25]

的基础上，视两人零和博弈的双方分别为决策者

(decision

maker)

和自然方（

nature

），决策者有

m

个方案（策略）

S=

｛

s

1

，…，

s

m

｝，自然方有

n

个属性（策略）

P=

｛

p

1

，…，

p

n

｝，

决策者的收益矩阵

R

为

自然方最大支付

-R,

决策者最大化其收益；而自然方作为非合作的一方，最小化决策者的收益。 以灰色

数表示的收益矩阵，称此博弈为灰色值两人零和博弈，并记为

G=

｛

ＤＭ

，

Ｎature

，

Ｓ

Ｄ

，

Ｓ

Ｎ

，

R

（

塥

）｝，其中，决策者

的混合策略集

Ｓ

Ｄ

＝

｛

x=

（

x

1

，

x

２

，…，

x

m

）

｜x

i

≥０

，

i=１

，

２

，…，

m

，

移

x

i

=1

｝，自然方的混合策略集

Ｓ

N

＝

｛

y=

（

y

1

，

y

２

，…，

y

m

）

｜

移

y

j

=1

，

y

j

≥０

，

j=１

，

２

，…，

n

，｝。 决策者的收益函数记为

E

（

x

，

y

）

＝x

T

A

（

塥

）

y=

移 移

a

ij

（

塥

）

x

i

y

j

称博弈

模型

G=

｛

ＤＭ

，

Ｎature

，

Ｓ

Ｄ

，

Ｓ

Ｎ

，

R

（

塥

），

Ｅ

｝为具有混合策略的灰色两人有限零和博弈模型。

一个混合策略

x=

（

x

1

，

x

２

，…，

x

m

）可理解为决策者在进行多次重复博弈时，分别采取纯策略

α

１

，

α

２

，…，

α

m

的频率，或进行一次博弈时，决策者对策略的偏好。

可以通过专家打分或是实际数据录入，专家们对各方案评价

u

軌

i

与属性权重

w

軒

i

根据语言变量给出了他们

的偏好，假设每位专家重要程度一样，采用算术平均算子量化为灰色数

U

（

u

i

），

W

（

w

i

）

U

（

u

ij

）

=

N

i = 1

移

k

i

u

軌

i

W

（

w

ij

）

=

移

N

i=1

k

i

w

軒

i

i

(

(

(

(

(

(

(

'

(

(

(

(

(

(

(

)

（

1

）

其中：

k

i

为专家重要程度权重，

k=

（

1

N

，

1

N

，…，

1

N

）

Ｔ

，

N

为专家人数；

u

軌

i

由专家打分量化为灰色语言数，详见

表

1

。

表

1

灰色语义量化表

[27]

Tab.1 Gray semantic quantization

权重语义评价 量化值 属性语义评价 量化值

很低（

VL

）

[0.0

，

0.1]

非常差（

VP

）

[0

，

1]

低（

L

）

[0.1

，

0.3]

很差（

P

）

[1

，

3]

中等偏下（

ML

）

[0.3

，

0.4]

差（

MP

）

[3

，

4]

中等（

M

）

[0.4

，

0.5]

很一般（

F

）

[4

，

5]

正等偏上（

MH

）

[0.5

，

0.6]

中等（

MG

）

[5

，

6]

高（

H

）

[0.6

，

0.9]

良好（

G

）

[6

，

9]

很高（

VH

）

[0.9

，

1.0]

非常好（

VG

）

[9

，

10]

a

1１

…

a

1n

a

m１

…

a

mn

n

+

+

+

+

+

+

+

+

+

,

-

.

.

.

.

.

.

.

.

.

/

R=

s

1

s

m

i

(

(

(

(

m

(

(

(

(

)

… … …

p

１

…

p

n

…

m

i=1

n

j=1

m

i=1

n

j=1
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Step2

将数据标准化。 根据方案指标属性，将灰色数进行标准化处理，得到标准化评价值

a

ij

（

塥

）。

对效益型目标值

a

ij

=w

j

u

ij

u

j

塄

，

a

ij

=w

j

u

軈

ij

u

j

塄

（

2

）

对成本型目标值

a

ij

=w

j

u

j

*

u

軈

ij

，

a

ij

=w

j

u

j

*

u

ij

（

3

）

其中：

u

j

*

=min

1≤i≤n

｛

u

ij

｝；

u

j

塄

=max

1≤i≤n

｛

u

ij

｝；

j=1

，

２

，…，

m

。

Step3

模型求解。 设

G=

｛

ＤＭ

，

Ｎature

，

Ｓ

Ｄ

，

Ｓ

Ｎ

，

R

（

塥

），

Ｅ

｝为具有混合策略的灰色两人有限零和博弈问题，

则对

坌籽∈

［

０

，

１

］

,

由极小极大定理可知，该博弈一定存在平衡解。 下面讨论求解灰色两人零和博弈的方法。

假设决策者选取策略

α

i

的概率为

x

i

（

i=1

，

２

，…，

m

），所获得的期望值为

移

x

i

a

ij

（

j=１

，

２

，…，

n

），决策者希

望调整混合策略

x

i

（

i=1

，

２

，…，

m

）使得期望收益

Ｚ

１

最大，求解灰色线性规划

maxＺ

１

s.t.

移

x

i

a

ij

≤Ｚ

１

移

x

i

＝1

x

i

≥０

，

i=1

，

２

，…，

，

+

+

+

+

+

+

+

+

+

*

+

+

+

+

+

+

+

+

+

,

m

（

4

）

由于

Ｚ

１

是常数，且表达效用之和，若为

0

，失去实际经济意义，在此不讨论为零的情况，则记

x

i

ｚ

１

＝u

i

（

i=

1

，

２

，…，

m

）则灰色线性规划等价于

min

m

i = 1

移

u

i

s.t.

移

u

i

a

ij

≥1

，

j=1

，

２

，…，

n

u

i

≥0

，

i=1

，

２

，…，

，

+

+

+

+

.

+

+

+

+

,

m

（

5

）

可求得

U

i

值，进而得到

x

i

值。

同理，作为自然方，在决策者选取

α

i

时，会采取策略

β

j

的概率为

y

j

（

j=1

，

２

，…，

n

），可将其视为方案属性

值，自然方通过调整策略

β

j

，使得

Z

2

最小，即求解灰色线性规划。

minZ

2

s.t.

移

y

j

a

ij

≥Ｚ

2

移

y

j

＝1

x

j

≥０

，

j=1

，

２

，…，

，

+

+

+

+

+

+

+

+

+

.

+

+

+

+

+

+

+

+

+

,

m

（

6

）

记

y

j

ｚ

2

＝v

j

（

j=1

，

２

，…，

n

）则灰色线性规划可等价于
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m

i=1

m

i=1

m

i=1

m

i=1

m

j=1

m

j=1
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�������������������������������������������������max

n

� j = 1

移

v

j

s.t.

移

v

j

a

ij

≤1

，

i=1

，

２

，…，

m

������v

j

≥0

，

j=1

，

２

，…，

，

&

&

&

&

%

&

&

&

&

'

n

（

7

）

解线性规划（

2

）（

4

）最终可得到方案总得分，即决策者与自然方最优混合策略

琢

i

，

茁

j

，根据决策者与自然

的采取策略概率大小，通过计算每个方案的决策者收益

E

（

x

，

y

）

＝x

Ｔ

Ａ

（

塥

）

y =

移 移

x

i

a

ij

（

塥

）

y

j

（

8

）

即可给出决策者方案排序，还可以得到决策者收益期望

Z

1

。

Step4

方案排序。 由于期望值为灰数，各方案期望值之间无法直接比较，计算两方案之间的灰色可能

度

[25]

，计算公式如下

P

（

a

（

塥

）

≥b

（

塥

））

=

min

｛

l

a

+l

b

，

max

（

a

軃

-b

，

０

）｝

l

a

+l

b

（

9

）

其中：

a

（

塥

）

∈

［

a

，

a

軃

］；

a ≤a

軃

；

l

a

＝a

軃

－a

；

b

（

塥

）

∈

［

b

，

b

軈

］；

b≤b

軈

；

l

b

＝b

軈

－b

。

得到可能度矩阵

P

ij

，利用可能度矩阵计算区间灰数排序的问题，计算公式如下

φ

i

=

1

（

m

（

m－１

））

m

j = 1

移

p

ij

+m/2-1

，

i=

（

1

，

２

，…，

m

） （

10

）

得到可能度矩阵

P

的排序向量

φ

i

＝

（

φ

１

，

φ

２

，…，

φ

m

），利用

φ

i

的大小关系，即可对方案进行排序。

２

算例分析

某医院要从最后

4

家医疗废物处理公司（

F1

，

F2

，

F3

，

F4

）选出一家进行合作，对医院主管部门的

3

个专

家小组（

E1

，

E2

，

E3

）进行了采访，采取了以下

4

项废物处理公司的评价指标：价格（

C1

）、经验和资格（

C2

）、设

备和技术（

C3

）与服务能力（

C4

），

C1

为成本型指标，其余为效益型指标。 假设专家小组重要程度一样专家对

属性权重

W

（

wi

）

与各方案评价根据语言变量给出了他们的偏好，详见表

2

。

n

j=1

表

2

专家语义评价表

Tab.2 Experts semantic evaluation

指标

F1 F2 F3 F4

C1 VG

，

G

，

VG G

，

G

，

VG F

，

MG

，

G MG

，

G

，

VG

C2 MG

，

VG

，

G G

，

F

，

MG MP

，

MG

，

F G

，

MG

，

G

C3 G

，

VG

，

MG VG

，

G

，

VG MG

，

G

，

MG G

，

MG

，

G

C4 MP

，

F

，

F G

，

VG

，

G VG

，

MG

，

G MP

，

F

，

MG

表

3

权重专家语义评价表

Tab.3 Weight expert semantic evaluation

指标

E1 E2 E3 W

（

wj

）

C1 VH H VH [0.80

，

0.97]

C2 H M H [0.53

，

0.77]

C3 H M MH [0.50

，

0.67]

C4 MH H H [0.57

，

0.80]

m

i=1

n

j=1
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方法 交集排序

TOPSIS F3＞F2＞F1＞F4

EDAS F2＞F3＞F4＞F1

VIKOR F3＞F2＞F4＞F1

MOORA F3＞F2＞F4＞F1

本文方法

F3＞F2＞F4＞F1

表

4

各方案量化属性值

Tab.4 Each Scheme

’

s quantization attribute values

２.1

计算分析

由以上信息，可以将这个多属性决策问题看作灰色两人零和博弈问题。

Step1

构建灰色多属性决策矩阵

R

（

塥

），根据语义评价，依据公式（

1

）将专家打分语义量化后（其中

N=

3

专家重合程度权重

k

i

=

（

0.33

，

0.33

，

0.33

），得到表

3

，表

4

。

指标

F1 F2 F3 F4

C1 [8.0

，

9.7] [7.0

，

9.3] [5.0

，

6.7] [6.7

，

8.3]

C2 [6.7

，

8.3] [5.0

，

6.7] [4.0

，

5.0] [5.7

，

8.0]

C3 [6.7

，

8.3] [8.0

，

9.7] [5.3

，

7.0] [5.7

，

8.0]

C4 [3.7

，

4.7] [7.0

，

8.0] [6.7

，

8.3] [4.0

，

5.0]

Step2

数据标准化。 依据式（

2

）式（

3

），将灰色数进行标准化处理

,

得到决策收益矩阵如下

R=

0.50 0.57 0.80 0.60

0.53 0.40 0.32 0.44

0.42 0.50 0.33 0.36

0.３0 0.57 0.55 0.3

3

#

#

#

#

#

#

#

#

#

#

#

#

$

%

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

'

３

，

R=

0.67 0.70 0.97 0.78

0.77 0.62 0.46 0.74

0.57 0.67 0.48 0.55

0.45 0.77 0.80 0.4

3

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

$

%

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

'

8

Step3

模 型 求 解 。 通 过 计 算 式 （

5

） 式 （

7

）， 经

EXCEL

求 解 得 到

U

i

=

（

3.96

，

3.97

），

V

j

=

（

11.39

，

8.01

）。 根 据 式 （

4

） 式 （

6

） 得 到 决 策 者 混 合 策 略

x

i

=

（

０.２5

，

０.２5

，

０.２5

，

０.２４

），

x

i

=

（

0.24

，

0.2５

，

0.2５

，

0.2５

），

y

i

＝

（

0.33

，

0.18

，

0.21

，

0.28)

，

y

i

＝

（

0.30

，

0.25

，

0.22

，

0.24

）。

根据公式（

8

），求解期望

E

（

x

，

y

）

=

（

0.11

，

0.13

，

0.14

，

0.11

），

E

（

x

，

y

）

＝

（

0.15

，

0.17

，

0.1

，

0.16

）。

Step4

方案排序。 通过计算公式（

9

），得到可能度矩阵，如下

Ｐ=

0.50 0.２３ 0.１8 0.４５

0.７７ 0.５0 0.４６ 0.６８

0.８2 0.5４ 0.５０ 0.７２

0.５５ 0.３２ 0.２８ 0.５

3

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

$

%

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

'

０

根据式（

10

）得到

φ

i

＝

（

0.20

，

0.28

，

0.30

，

0.22

），得到最终排序为

F3

，

F2

，

F4

，

F1

。

２.2

同已有方法的比较分析

利用

TOPSIS

方法

[28]

，

VIKOR

方法

[29]

，

EDAS

方法

[7]

，

MOORA

[30]

对算例进行计算排序。

通过求解得到具体排序如表

5

。

本文提出了利用加权算术平均算子得到灰色评价矩阵，然后利用博弈分析求解，最终结果与多种方法

结果一致。

TOPSIS

方法，

VIKOR

方法

,EDAS

方法及

MOORA

方法代表传统决策方法，是以到正负理想解的

距离大小（

TOPSIS

方法，

MOORA

方法）与方案折衷排序（

VIKOR

方法

,EDAS

方法），来确定最终方案的排序，

结果与本文求解混合策略方法相近，证明了该方法的有效性。

本文提出的方法是综合考虑决策收益最大

化与自然方收益最小化的情况下，计算得到决策

者期望收益灰色数，类似于到正负理想解的距离

来构建决策者的收益矩阵，利用线性灰色规划求

解，决策者与自然方的最优混合策略，考虑到双

方的利益平衡， 然后保留灰色属性的情况下，选

取计算可能度方法得到各方案排序，又类似于方

案折衷排序，所以排序结果与传统方法类似。

表

5

多方法结果对比

Tab.5 Comparison of multiple method results
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年

相比前几种决策方法，本文所提出方法的优势在于采用博弈论求解灰色多属性决策问题，将考虑离理

想方案距离最近与最差方案距离最远的思想与折中的思想相结合，前者计算最优混合策略，后者考虑双方

收益均衡的情况。 比传统方法考虑的更全面，全过程计算采用灰数，一方面最大程度上保留了决策信息，没

有白化，另一方面，借鉴了可能度计算，为最终收益排序提供了可行方案，是决策结果贴近现实情况，该方法

可以给决策者在决策过程中提供指导意义。

３

结论

博弈论解决多属性决策问题能充分考虑各决策变量的相互影响，通过计算决策者的最优混合策略与各

方案的期望收益，计算可能度，对方案进行排序，得出最优方案。

本文选择针对灰色决策提出了基于博弈论的解决方法，将灰色决策问题视为两人零和博弈，一方为决策

者，一方为自然方，针对灰色数的不确定性，通过求解灰色线性规划模型，得到决策者与自然方的最优混合策

略和期望收益，从而给出方案最终排序。 而文献

[19]

考虑的是三角模糊数与区间数的

MADM

问题，文献

[11]

未考虑属性权重，且灰色线性规划求解方式更简单。
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Grey Multiple Attribute Decision Making Method Based on

Two Person Zero

Wang Haolun
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Deng Ranjun

，

Wang Ting

（

School of Transportation and Logistics
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East China Jiantong University Nanchang 330013, China

）

Ａbstract

：

A method based on two person zero sum game is proposed to deal with the single strategy and unclear

expected payoff in grey MADM, considering that the characteristic to maximize the benefits of the decision maker

is similar to the characteristic of game theory in solving the optimal mixed strategy. First the method uses the

language information decision to construct the original evaluation information, then the FIFWAA is used to get

the quantitative gray evaluation matrix. By solving the grey linear programming, the optimal blending strategy of

the decision maker and the expected return of each scheme are obtained. Through the probability matrix, the

sorting vector is formed and the scheme is sorted. Finally, the feasibility of the method is illustrated by an exam

ple. And other methods are used to conduct contrast and analysis.

Key words

：

two person zero sum game

；

grey MADM; optimal mixed strategy
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