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摘要：在传统微分方程求解中，多区域谱方法由于仅在局部单元独立构造方程的逼近格式，不同的单元通过惩罚边界或者边界

上的数值流函数来进行信息交换，在基函数的选取和网格的剖分方面具有很好的灵活性和较高的精度。 文章主要基于多区域

谱方法对 Maxwell 微分方程的数值解进行研究，为了进一步降低求解方程的计算量，又引入了各种差分数值通量格式，当使用

迎风通量时，格式支持的混杂模式的尺度被减小，尽管不能除去非物理特征值，但对谱得到了很清楚的分离，从而使得将物理

模式与混合模式分离成为可能，使其适应于任意网格剖分的高精度、高效率算法，同时数值算例验证了该算法的有效性。
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谱方法起源于经典的 Ritz-Galerkin 方法，是一种数值求解偏微分方程的方法：谱方法最大的优点是具

有“无穷阶”收敛性及可采用快速算法，现已被广泛用于气象、物理、力学等诸多领域，成为继差分法和有限

元法之后又一种重要的数值方法。 2015 年，樊占玲 [1]将两类线性基本问题的谱方法基础上，分别构造出一

维、 二维非线性 Sine-Gordon 方程的半离散与全离散格式， 最后用数值模拟验证了该方法的有效性。 2016
年，刘文杰[2]应用 Chebyshev－Galerkin 谱方法离散一维半线性抛物方程的空间变量，然后使用谱配置法或块

谱配置法离散时间变量，得到了在 L2 权范数下的空间半离散格式的最优阶误差估计结果。 2017 年，刘贺[3]用

谱方法来研究一类一维空间周期型的 Cahn-Hilliard 方程并证明了其收敛性。 2018 年，董帅等[4]对非线性项

用 Legendre 插值，在空间上用 Legendre-Galerkin-Chebyshev 方法，在时间上用二阶 Crank-Nicolson 格式，提

出 Burgers 方程的广义多项式混沌-谱方法将 Burgers 方程转化为非线性微分方程组。 基于以上各种间断

Galerkin 算子的谱性质，本文考虑真空中电磁场的 Maxwell 方程问题形如下[5]
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式中：μ（x軇）表示导磁率，ε（x軇）是介电常数，（Η軗 x，Η軗y）表示磁场，E軒z 是电场，是（x軇，y軇， t軇）的函数，由于真空中 μ＝μ0，

ε＝ε0，光速 c0=
1
ε0 μ0姨

≌8.33×105 m/h，记 t= c0t軇
L ，x= x軇

L ，H= H
H0

，Ez=（Z0）-1
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，则方程（1）等价于方程组为
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其中：H0 表示磁场强度，H0=
μ0

ε0姨 ≌120π；L 为波长。

DOI:10.16749/j.cnki.jecjtu.2020.04.021



第 4 期

对于三维Maxwell 方程[5]

ε 坠E坠t -塄×H=0， μ 坠H坠t +塄×E=0 （2）

其中：E＝（Ex，Ey，Ez）为电场分量，H=（Hx，Hy，Hz）为磁场分量，对应的数值通量分别为[6]
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其中：H=（Hx，Hy），记［q］=q--q+=n赞·［q］。 得局部半离散格式
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其中：（Hh
x，Hh

y，Eh
z）为近似解。

1 局部格式

考虑 Maxwell 调和形式方程
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局部散度为零的条件为

0= 坠Η
軗 x

坠x + 坠Η
軗 y

坠y
边界条件为

n赞·Η軗=0，E軒z=0

在交界面处有n赞×［E軒］=0，n赞×［Η軗］=0。其中：［u］=u--u+是界面的跳跃，u+是相邻场值，u-是局部场值。将式（3）
做一个推广，得到如下局部格式
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其中：Η軗n=Η軗 xn赞 x+Η軗 yn赞 y 表示磁场的法向分量，Η軗τ＝Η軗 xn赞 y-Η軗 yn赞 x 是磁场切向分量。
假设存在一个离散特征对 ω=0，但（Hx，Hy，Hz）非零，则局部单元 Lax-Fridrichs 格式为
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假设（Η軗h，E軒hz）是 L2 规范化的，由特征值的实部得

0＝-
k
Σγ（（［E軒hz］，［E軒hz］）坠Dk＋α（［Η軗h

n］，［Η軗h
n］）坠Dk＋β［Η軗h

τ］，［Η軗h
τ］）坠Dk）

对 于 方 程（5）格 式，可 以 推 出 求 解 方 程（4）的 迎 风 格 式 ［7-8］、非 协 调 惩 罚 格 式 ［9-10］、以 及 经 典 的 Lax-
Fridrichs 通量公式，由于谱方法中，测试函数通常是全局光滑的，取基函数与试验函数相同，得到
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其中：α，β，γ 取任何非负数时，半离散格式 L2 稳定；当 α＝0，β＝1，γ＝1 时，该格式是迎风通量；当 α＝1，β＝0，γ＝
1 时，该格式是惩罚通量；当 α＝1，β＝1，γ＝1 时，该格式是 Lax-Fridrichs 通量。

2 数值算例

本节我们来讨论 Maxwell 特征值问题谱方法的实用性与有效性，考虑二维 Maxwell 方程

塄×塄×E軒=ω2E軒

此问题的精确特征值为 ω2=n2+m2，其中（m，n）为整数，我们现在来求解在金属方块域 Ω∈［－1，1］2 内的

解，并给定E軒在切向分量边界为零，会导致特征值问题［11］，求它的离散解，用图 1 网格来估计 h 的收敛性。

下面将运用两种不同的局部基函数，分别由迎风、惩罚和 Lax-Fridrichs 通量来进行求解，一种是应用完

备的 N 阶多项式基，另一种是不同通量结合局部散度为零的基函数。
对于散度为零的条件，倾向于通过限制每个三角单元上的局部多项式为局部散度为零的条件强加到格

式中去，通过 N+1 阶多项式基 ψn（x∈ ∈）
Np

n=1 Np=
（N+2）（N+3）

2∈ ∈来得到这种 N 阶向量基函数

图 1 用于计算理想边界条件金属方块域上特征值问题的交错网格

Fig.1 Staggered grid for calculating eigenvalue problems over metal square domains with ideal boundary conditions
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其中：Η軗n 为向量函数 H 的系数，H 是由（N+1）（N+4）/2 局部散度为零的二维向量函数表示的。 稳定性的最优

收敛性证明在文献［12］。
表 1 给出了 MATLAB 数值模拟完备多项式基 N＝3 与 N＝5 的数值结果， 可以看出该格式对方程可以达

O（h2N+1）到阶精度。 表 2 是局部散度为零的基函数对特征值得到的收敛阶，看到对 N=3 收敛阶 O（h2N+1），而由

线性算子的条件数影响 N＝5 的结果很不平稳。 表 3 给出了惩罚通量格式完备多项式基 N＝3 与 N＝5 的数值

结果，可以看出该格式对方程可以达到 O（h2N-1）阶精度。 表 4 是局部散度为零的基函数对特征值得到的收敛

阶， 看到对 N＝3 收敛阶 O （h2N-1）， 而由线性算子的条件数影响 N＝5 的结果很不平稳。 表 5 给出了 Lax-
Fridrichs 格式完备多项式基 N＝3 与 N＝5 的数值结果，可以看出该格式对方程可以达到 O（h2N+1）阶精度。 表 6
是局部散度为零的基函数对特征值得到的收敛阶，看到对 N＝3 收敛阶 O（h2N+1），而由线性算子的条件数影响

N＝5 的结果很不平稳。

模式
N=3 N=5

h h/2 h/4 收敛阶 h h/2 h/4 收敛阶

（1，1） 2.9e-06 1.1e-08 4.2e-11 8.0 8.2e-11 2.1e-14 5.8e-14 5.2
（1，2） 3.0e-04 1.2e-06 4.9e-09 7.9 9.4e-08 2.4e-14 5.8e-14 10.8
（1，3） 5.3e-03 3.2e-05 1.4e-07 7.6 9.8e-06 3.2e-09 8.3e-14 11.8
（1，4） 3.2e-02 3.5e-04 1.6e-06 7.1 9.8e-06 3.2e-09 8.3e-14 11.3
（2，1） 3.0e-04 1.2e-06 1.6e-06 7.9 9.8e-06 3.2e-09 8.3e-14 10.1
（2，2） 1.4e-04 4.6e-06 1.8e-08 6.4 5.9e-06 3.2e-09 8.3e-14 9.6
（2，3） 6.3e-03 4.4e-05 1.8e-08 7.5 5.9e-06 3.2e-09 8.3e-14 11.6
（3，1） 5.9e-03 3.2e-05 1.4e-07 7.7 1.0e-05 3.2e-09 8.6e-14 11.7
（3，2） 6.3e-03 4.4e-05 1.9e-07 7.5 1.1e-05 4.6e-09 1.3e-12 11.5
（4，1） 3.2e-02 3.5e-05 1.6e-07 7.1 2.0e-04 1.1e-07 1.3e-12 11.2

表 1 具有迎风通量的前 10 个特征值的收敛性

Tab.1 Convergence for the first 10 eigenvalues of operator with an upwind flux

表 2 局部散度为零的基对应迎风通量格式前 10 个特征值的收敛性

Tab.2 Convergence for the first 10 eigenvalues of operator with upwind flux and locally divergence-free basis

模式
N=3 N=5

h h/2 h/4 收敛阶 h h/2 h/4 收敛阶

（1，1） 3.5e-06 1.5e-08 6.2e-011 7.9 9.9e-11 1.6e-13 4.9e-12 2.2
（1，2） 3.0e-04 1.2e-06 4.6e-09 8.0 9.5e-08 2.2e-11 2.6e-13 9.2
（1，3） 5.5e-03 2.8e-05 9.5e-08 7.9 1.1e-05 3.2e-09 4.2e-12 10.7
（1，4） 5.0e-02 4.0e-04 1.2e-06 7.7 3.6e-04 1.4e-07 1.6e-11 12.2
（2，1） 3.0e-04 1.2e-06 4.6e-09 8.0 9.5e-08 2.3e-11 1.7e-12 7.9
（2，2） 7.4e-05 5.5e-06 2.6e-08 5.8 7.1e-08 1.7e-10 5.5e-12 6.8
（2，3） 6.6e-03 4.9e-05 2.3e-07 7.4 1.3e-05 5.5e-09 5.1e-12 10.6
（3，1） 7.3e-03 3.3e-05 1.0e-07 8.0 1.3e-05 3.5e-09 3.0e-11 9.4
（3，2） 6.6e-03 4.9e-05 2.3e-07 7.4 1.3e-05 5.5e-09 2.0e-11 9.7
（4，1） 5.0e-02 4.0e-04 1.2e-06 7.7 3.6e-04 1.4e-07 3.3e-11 11.7

陈亚飞，等：Maxwell 方程特征值问题的谱方法 139



华 东 交 通 大 学 学 报 2020 年

表 3 具惩罚通量的前 10 个特征值的收敛性

Tab.3 Convergence for the first 10 eigenvalues of operator with a penalty flux

模式
N=3 N=5

h h/2 h/4 收敛阶 h h/2 h/4 收敛阶

（1，1） 2.5e-05 5.7e-07 1.1e-08 5.6 9.3e-10 1.6e-12 3.3e-14 7.4

（1，2） 8.5e-04 1.7e-05 3.8e-07 5.6 3.8e-07 4.5e-10 7.1e-13 9.5

（1，3） 9.2e-03 1.3e-04 2.9e-06 5.8 1.7e-05 1.7e-08 2.5e-11 9.7

（1，4） 3.1e-02 8.7e-04 1.8e-05 5.4 1.4e-04 4.8e-07 5.6e-10 9.0

（2，1） 8.5e-04 1.7e-05 3.8e-07 5.6 3.8e-07 4.5e-010 7.8e-13 9.4

（2，2） 1.2e-03 6.4e-05 1.3e-06 4.9 5.9e-07 2.7e-09 3.8e-12 8.6

（2，3） 7.8e-03 2.5e-04 5.5e-06 5.2 1.6e-05 3.2e-08 4.7e-11 9.2

（3，1） 1.4e-02 2.2e-04 3.9e-06 5.9 4.6e-05 4.3e-08 4.2e-11 10.0

（3，2） 7.8e-03 2.5e-04 5.5e-06 5.2 1.6e-05 3.2e-08 4.7e-11 9.2

（4，1） 3.1e-02 8.7e-04 1.8e-05 5.4 1.4e-04 4.8e-07 5.6e-10 9.0

表 4 局部散度为零的基对应惩罚通量格式前 10 个特征值的收敛性

Tab.4 Convergence for the first 10 eigenvalues of operator with penalty flux and locally divergence-free basis

表 5 具有 Lax-Friedrichs 通量的前 10 个特征值的收敛性

Tab.5 Convergence for the first 10 eigenvalues of operator with Lax-Friedrichs flux

模式
N=3 N=5

h h/2 h/4 收敛阶 h h/2 h/4 收敛阶

（1，1） 2.4e-05 4.8e-07 8.8e-09 5.7 9.3e-10 5.6e-13 7.2e-12 3.5

（1，2） 8.8e-04 1.6e-05 3.5e-07 5.6 3.3e-07 3.6e-10 4.9e-12 8.0

（1，3） 1.2e-02 1.1e-04 2.6e-06 6.0 2.7e-05 1.2e-08 1.9e-11 10.2

（1，4） 4.0e-02 8.4e-04 1.6e-05 5.6 2.9e-04 3.7e-07 3.4e-10 9.8

（2，1） 8.8e-04 1.6e-05 3.5e-07 5.6 3.3e-07 3.6e-10 1.5e-12 8.9

（2，2） 1.2e-03 6.2e-05 1.1e-06 5.0 5.9e-07 2.4e-09 1.7e-12 9.2

（2，3） 8.4e-03 2.4e-04 4.5e-06 5.4 1.3e-05 2.7e-08 1.1e-11 10.0

（3，1） 1.4e-02 2.0e-04 3.4e-06 6.0 3.4e-05 3.6e-08 3.8e-11 9.9

（3，2） 8.4e-03 2.4e-04 4.5e-06 5.4 1.3e-05 2.7e-08 4.7e-11 9.0

（4，1） 4.0e-02 8.4e-04 1.6e-05 5.6 2.9e-04 3.7e-07 3.5e-10 9.8

模式
N=3 N=5

h h/2 h/4 收敛阶 h h/2 h/4 收敛阶

（1，1） 3.3e-06 1.9e-08 7.5e-11 7.7 1.0e-10 4.9e-14 5.3e-15 7.1

（1，2） 3.1e-04 1.5e-06 7.7e-09 7.6 7.5e-08 2.3e-11 3.7e-14 10.5

（1，3） 5.0e-03 2.9e-05 1.9e-07 7.4 8.0e-06 2.8e-09 1.1e-12 11.4

（1，4） 3.3e-02 2.9e-04 2.0e-06 7.0 1.8e-04 9.2e-08 4.0e-11 11.0

（2，1） 3.1e-04 1.5e-06 7.7e-09 7.6 7.5e-08 2.3e-11 2.3e-14 10.8

（2，2） 1.2e-03 7.0e-06 3.8e-08 7.5 2.4e-07 1.9e-10 5.4e-14 11.0

（2，3） 1.1e-02 5.8e-05 3.0e-07 7.6 1.7e-05 3.7e-09 1.6e-12 11.7

（3，1） 6.0e-03 3.2e-05 1.9e-07 7.5 8.7e-06 2.8e-09 1.1e-12 11.5

（3，2） 1.1e-02 5.8e-05 3.0e-07 7.6 1.7e-05 3.7e-09 1.6e-12 11.7

（4，1） 3.3e-02 2.9e-04 2.0e-06 7.0 1.8e-04 9.2e-08 4.0e-11 11.0
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表 6 局部散度为零的基对应 Lax-Friedrichs 通量格式前 10 个特征值的收敛性

Tab.6 Convergence for the first 10 eigenvalues of operator with Lax-Friedrichs flux and locally divergence-free basis

模式
N=3 N=5

h h/2 h/4 收敛阶 h h/2 h/4 收敛阶

（1，1） 3.6e-06 1.6e-08 6.3e-11 7.9 1.0e-10 3.5e-14 3.8e-13 4.0

（1，2） 3.6e-04 1.6e-06 6.7e-09 7.9 1.1e-07 3.2e-11 1.8e-12 8.0

（1，3） 5.7e-03 4.6e-05 2.1e-07 7.3 1.0e-05 5.3e-09 4.9e-12 10.5

（1，4） 6.9e-02 5.1e-04 2.6e-06 7.3 5.3e-04 2.0e-07 3.1e-12 13.7

（2，1） 3.6e-04 1.6e-06 6.7e-09 7.9 1.1e-07 3.3e-11 1.4e-12 8.1

（2，2） 1.3e-03 6.6e-06 2.6e-08 7.8 6.1e-07 1.6e-10 7.7e-13 9.8

（2，3） 1.1e-02 7.0e-05 3.1e-07 7.6 2.0e-05 6.8e-09 3.7e-11 9.5

（3，1） 1.1e-02 4.6e-05 2.1e-07 7.8 2.1e-05 5.4e-09 1.8e-13 13.4

（3，2） 1.1e-02 7.0e-05 3.1e-07 7.6 2.0e-05 6.8e-09 6.5e-12 10.8

（4，1） 6.9e-02 5.1e-04 2.6e-06 7.3 5.3e-04 2.0e-07 6.8e-11 11.5

从表 1~表 6 的结果可以看出，本文所运用的谱方法算法稳定可靠，所需迭代次数和计算时间虽然较大，
特别迎风通量和惩罚格式互补，迎风通量用于惩罚磁场的切向分量，惩罚格式用于惩罚磁场的法向分量，但

还是达到了相当好的收敛阶效果。
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The Spectral Method of Eigenvalue Problem of Maxwell’s Equation

Chen Yafei1，Mao Jinjin2

（1. School of Mathematical Science, Huaibei Normal University, Huaibei 235000, China;
2. School of Mathematics, China University of Mining and Technology, Xuzhou 221116, China）

Abstract：In the traditional differential equation solution, the multi-region spectral method only constructs the
approximation scheme of the equation independently in the local element, and different elements exchange infor-
mation by penalizing the boundary or the numerical flow function on the boundary, which has good flexibility and
high precision in the selection of the basis function and the generation of the grid. In this paper, the numerical
solution of Maxwell Differential Equation is studied based on multi-region spectral method. In order to further
reduce the computational cost of solving the equation, various difference numerical flux formats are introduced.
By use of the upwind flux, the scale of the hybrid model supported by the format is reduced. The non-physical
eigenvalues cannot be removed and the spectra are clearly separated, which makes it possible to separate the
physical mode from the mixed mode. The algorithm is suitable for arbitrary mesh generation with high precision
and high efficiency, and the effectiveness of the algorithm is verified by numerical examples.
Key words： Maxwell Equation；multi-domain Galerkin spectral method；convergence order

Bauschinger Effect of Damping Winding Connector of
Hydro-Generator Set

Li Jinze，Xie Kefei

（School of Mechanical and Electrical Engineering, Nanchang Institute of Technology, Nanchang 330099, China）

Abstract：The reduction of strain resistance caused by different compression variables and reverse strain of
damping winding coupling material of hydro-generator set is studied, which is called Bauschinger effect, abbre-
viated as BE. The influence of different compression strain variables on damping winding connector BE was dis-
cussed. Through different compression strain compression and tension experiments, the optimal Baussinger ex-
tremum of damping winding copper connector was obtained. The results show that large compression variables
have an effect on BE. With the increase of pre-deformation, the Bauschinger effect value changes. When the
pre-deformation is 3%, the Bauschinger effect value reaches the extreme value. In addition, when the deforma-
tion is increased, the Bauschinger effect value ecreases, and 3% is the optimal shape variable, namely, the fail-
ure limit value of damping winding.
Key words： damping winding; Bauschinger effect; shape variable; limit value
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