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牵引网高频阻抗特性研究

朱 明，陈剑云
（华东交通大学电气与自动化工程学院，江西 南昌 330013）

摘要：经典牵引网阻抗计算公式采用实心圆导线模型及 Carson 级数法，其在推导过程中皆以工频（50 Hz）为条件，并不适合高

频计算。 为了准确描述牵引网高频阻抗特性，运用双曲余切近似和 Sunde 地阻抗计算法总结出针对牵引网高频阻抗计算公式。

结合 Python 科学计算及仿真，以沪宁无锡东变电所东段供电臂的牵引网架设为实例给出阻抗特性曲线，分析了牵引网高频阻

抗与架设高度、大地电导率之间的关系。 结果表明低频电流时大地导电率和高度对阻抗数值影响不大，但高频尤其频率高于

104 Hz 后大地导电率和架设高度对牵引网阻抗的影响不容忽视，在模拟高频或快速瞬变的情况下需精确大地电导率和架设高

度的数值。
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牵引网阻抗矩阵的计算实际上可以归结为多导体传输线的阻抗计算， 考虑到在交流电的作用下，传

输线和大地中出现集肤效应，使得牵引网络的电阻和电感成为电流频率的函数 [1]，也就是说，整个牵引网

络的阻抗是频变的。 由于牵引网对谐波、行波、暂态信号分析的需要，我们必须将 0~1 MHz 的阻抗特性曲

线作为分析基础，精准描述牵引网阻抗频率特性有助于准确建立牵引网模型。 对于牵引网的阻抗数值及

频变特性的研究，不少学者做过相关工作。 文献[2]分析了架空导线的电气参数在频变条件下对一些输入

数据的敏感性；文献[3-4]充分考虑钢轨铁磁特性计算了某实际线路的频变阻抗参数矩阵，在计算阻抗时

都采用牵引网阻抗经典算法。 该算法将牵引网视为传输线结构并采用架空多导体传输线理论，阻抗矩阵

计算包括导线间的电感（导线和大地均为理想导体）、导线内阻抗、导线-地回路阻抗（大地为非良导体）三

部分，其中导线内阻抗以及导线-地回路阻抗（又称大地阻抗）是一类非常复杂的电磁计算问题。经典算法

中内阻抗采用实心圆导线模型 [5-6]，大地阻抗采用 Carson 级数法 [7]，但经典算法在工频（50 Hz）附近应用较

广，在高频激励下可能会出现误差，如实心圆导线模型使用的 Kelvin 函数计算较为复杂，高频等大参数下

直接利用其基本展开式结果会溢出，另外 Carson 级数法在推导时初始条件使用了低频近似，因而高频激

励下结果准确性有待商榷。

基于此，以多导体传输线理论为基础，运用双曲余切及 Kelvin 函数多项式展开近似内阻抗和 Sunde

地阻抗公式， 得到了适合牵引网高频阻抗计算公式。 并以沪宁线无锡东变电所东段供电臂为例， 通过

Python 科学计算得到阻抗结果并分析讨论牵引网阻抗在高频激励下的变化趋势以及与架设高度、大地电
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导率间的关系。

1 牵引网高频阻抗计算公式的基本原理

牵引网阻抗计算采用多导体传输线理论[8-10]，包括计算电感、内阻抗和大地阻抗。 采用双曲余切近似内
阻抗可以简化内阻抗的计算，Sunde地阻抗公式使用了完整的大地传播常数，不用忽略高频位移电流。

设有 n 根导体输电线，当多导体传输线中电流频率一定时，沿输电线路单位长度内的压降与导线电流
之间存在由阻抗矩阵相联系的关系[11]，即
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矩阵 Z是元素与频率相关的复数对称矩阵，可将串联阻抗分解成式（2）形式
Z=R+jωL （2）

对角元素 Zii是牵引网中各导线的自阻抗，表示单相导线-大地回路电磁感应关系，它包括 3个成分。
Zii=jωLii+Zc+Zg （3）

式中：Lii是导线 i与大地回路均为理想导体时的回路电感；Zc是导线的内阻抗；Zg是大地的内阻抗。

Lii=
μ0

2π ln 2hi

ri
=2×10-4ln 2hi

ri
（4）

非对角线元素 Zij=Zji是 2个回路即导体 i接地回路和导体 j接地回路之间的单位长度的串联互阻抗。
Zij=jωLij+Zgm （5）

式中：Lij是当导线与大地均为理想导体时导线 i 与导线 j 之间的互感；Zgm是当导线 i，j 均以大地为返回回路
的互阻抗。

Lij=
μ0

2π ln Dij

dij
=2×10-4 ln Dij

dij
（6）

1.1 内阻抗的计算
导线内阻抗表示导线的内部损耗，是计算阻抗矩阵自阻抗部分的一个重要部分，需考虑集肤效应的影

响。 导线内阻抗与频率相关，对于规则的实心圆导线，其内阻抗可直接采用计及实心圆导线模型，对于与牵
引网中接触线类似的形状不规则的导线，可等效为和它具有相等截面积的圆导线。 最早提出圆导线模型内
阻抗方法的 Schelkunoff计及了集肤效应而不考虑临近效应对半径为 r 的圆形导线，给出了表示其内部阻抗
频率相关性的确切表达式

Zc=
ρrj0（yr）
2πrj1（yr）

（7）

式中：r= jωμ
ρ姨 ；j0为一阶第一类 Bessel函数；j1为零阶第一类 Bessel函数；μ为导线磁导率，μ=μrμ0， 对非铁

磁导线 μ=μ0=4π×10-7 H/m；ρ为导线电阻率；ω=2πf。
公式（7）也可以用基于 Kelvin函数的公式表示

Zc
Schelkunoff= jωρ ber（mr）+j bei（mr）

2πber′（mr）+j bei′（mr） （8）

式中：m= ωμ
ρ姨 ；ber与 bei为开尔文函数，是由无穷项级数的和定义的。

以上是实心圆导线法计算内阻抗的最基本计算方法。 虽然当前的计算机有强大的计算能力，通过编程

语言可以直接计算 Bessel函数及 Kelvin函数。 然而当出现高频率、高磁导率以及大导线尺寸即过大时计算

机并不能给出可靠结果[12-13]。 以 Python 科学计算为例，使用 special 库中的 Kelvin 函数 ber 及 bei 计算公式
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（8）的结果，当频率过高时，会有溢出报错而导致结果为 Nan；另外当用该模型计算钢轨的内阻抗时，会因为

其本身的磁导率导致大参数而计算溢出。

为避免以上问题的发生，不少学者进行了近似计算或通过有限元软件得出了较为准确的结果 [14-15]。

本文按照 Wedepohl 和 Wilcox[16]的思路，采用双曲余切函数对公式（8）进行近似以便于数学估算。 根据内

阻抗的频变特性，在低频范围内显示为纯直流电阻 ρ
πr2 ，在高频范围内由于集肤效应阻抗趋近于 ργ

2πr ，

利用双曲余切在 x>0 时逐步趋近于 1 的特性可将高频部分近似为 z= ργ
2πr coth（γr）。 结合以上特点，利用

自由度优化可得

z= ργ
2πr coth（kγr）+ ρ

πr2 （1- 1
2k ） （9）

式中：k为任意常数，在低频时选择 k值对公式进行修正；γ= jωμ
ρ姨 。

将式（9）进行级数展开，由于内电感常被内电阻所影响，电感项的容许误差比电阻项大，对应式（6）的展
开式，比较电阻项得到 k3=90/192，即 k=0.777。 代入（9）可得到近似公式

Zc
Wedepohl= ργ

2πr coth（0.777γr）+ 0.356ρ
πr2 （10）

由于双曲余切函数的自身特性，当过大时，逐渐减小并趋于 1，故使用 Kelvin 函数计算造成溢出的情况
在该公式中不会出现。 计算表明当|mr|=5 时阻抗的电阻部分（实部）产生最大误差 4％，当|mr|=3.5 时电抗部
分（虚部）产生最大误差 5%，远离这两种情况时误差很小。 因而，该近似公式的优点是数字运算量少且适用
于大参数下的计算机运算，给出了较为精确的内阻抗近似值。
1.2 导线-大地回路阻抗的计算

在计算输电线自阻抗和互阻抗时应考虑大地回路的影响。我们常将大地视为理想无损或有一定电阻率
的均匀结构，在工程计算中 Carson级数法是最常用的方法。Carson最先研究了地阻抗的概念，通过分析大地
回路中的电磁场给出大地中轴向电场相关的磁场分量并提出磁场分量源于导线中的电流以及大地中的电
流两部分。 但推导过程中对来源于大地中的电流采用了低频近似（即忽略大地中的位移电流），大地传播常

数 γ′= jωμ0σg姨 （丢掉了 εg项），导出了地阻抗的广义积分形式

Zgii
Carson= jωμ0

π
∞

0乙 e-2hiu

u2+jωμ0σg姨 +u
du （11）

Zgmii
Carson= jωμ0

π
∞

0乙 e-2（hi+hj）u cos（diju）
u2+jωμ0σg姨 +u

du （12）

式中：σg是土壤电导率，土壤磁导率用来 u＝u0表示；hi是导线 i 对地面的平均高度；dij是导线 i 与导线 j 之间
的水平距离。 为了简化计算通常采用 Carson积分公式的级数解。

在低频范围内该公式的无穷级数收敛很快，随着频率逐渐升高无穷级数的收敛速度下降，利用低频近
似亦可推导出简化法的 Carson公式[17]，一般电力工程中皆是用此法计算地阻抗。 然而当频率趋于无穷大时
Carson 方法的表达式出现了奇点，也就是说地阻抗趋于无穷大，根据定义可以理解为大地穿透深度趋近

于0。 事实上根据大地穿透深度的计算公式 δg=
1

ω μ0εg

2 1+（ σg

ωεg
）2-1姨姨 姨姨

， 当频率 ω 趋于无穷大时，有

lin
ω→∞

δg=
2
σg

εg

μ0姨 ，即大地穿透深度趋近于一个常数渐进值，说明地阻抗趋于无穷大的结论是不成立的，地阻

抗应该趋于一个有限值。 后来 Gary，Deri等人提出及证明的闭式近似即复深度回路法同样有出现奇点的问
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表 1 牵引网导线架设及参数
Tab.1 Wire erection and parameters of traction network

导线名称 导线型号
计算半径/

mm
等效半径/

mm
直流电阻/
（Ω/km）

电阻率/
×10-7Ω

架设位置/mm

正馈线(PF) LGJ-185 9.5 9.03 0.163 0.462 1 （-4 400，8 500）（9 400，8 500）

承力索(MW) TJ-95 6.25 4.74 0.158 0.243 2 （0，7 500）（5 000，7 500）

接触线(CW) CTHA-120 5.9 6.3 0.179 0.159 6 （0，6 300）（5 000，6 300）

保护线(PW) LGJ120/20 7.60 7.22 0.255 0.462 7 （-3 600，8 000）（8 600，8 000）

钢轨(R) P60 109.1 120.3 0.135 5.048 0
（-715.5，1 000）（715.5，1 000）

（4 282.5，1 000）（5 171.5，1 000）

综合地线(E) TJ-95 6.25 4.74 0.158 0.243 2 （-4 400，500）（9 400，500）

题[18]。因此，使用低频近似为前提的 Carson表达式由于忽略了 εg项，频率趋于无穷大时计算结果与大地穿透
深度理论相悖。 在高频情况下计算结果并不准确。

Sunde针对宽频谱范围的情况进行了分析，假设两层大地以及地表上空的一个偶极子共 3 种介质，利用
波函数或赫兹位导出了如下公式

Zgii
Sunde= jωμ0

π
∞

0乙 e-2hiu

u2+γ2
g姨 +2

du （13）

Zmij
Sunde= jωμ0

π
∞

0乙 e-2（hi+hj）u cos（diju）
u2+γ2

g姨 +u
du （14）

式中：γg= jωμ0（σg+jωεg）姨 ；εg是土壤介电常数，通过对比 Carson 表达式（11）（12），可以看出区别仅在于大地
传播常数不同。由于高频时土壤中的位移电流不能忽略，Sunde使用了完整的大地传播常数。为了便于计算，
Sunde及 Rachidi等[19]推导出了对数近似表达式

Zgii
Sunde-log= jωμ0

2π ln（ 1+hiγg

hiγg
） （15）

Zgmii
Sunde-log= jωμ0

2π ln
1+ γg（hi+hj）

2姨 姨姨 姨2+ γgdij

2姨 姨2
γg（hi+hj）

2姨 姨2+ γgdij

2姨 姨2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

（16）

可以看出与文献[19]中的复深度法的对数表达形式相似，区别在于复深度法同样使用了地传播常数的

低频近似表达式。 针对 Carson公式随着频率增大出现奇点的缺点，在对数表达式中也被证明频率趋向无穷

大时结果是有限的，积分表达式被证明没有出现奇点。 因而，在宽频范围内尤其是高频下使用 Sunde的对数
近似式计算地阻抗更为准确。

将式（10）（15）（16）带入多导体传输线理论阻抗矩阵算法（3）（5）中，得到本文牵引网高频阻抗矩阵计算

公式

Zii=jωLii+Zc
Wedepohl+Zgii

Sunde （17）
Zij=jωLij+Zgm

Sunde （18）

2 仿真与分析

利用上述方法参照沪宁无锡东变电所东段供电臂的复线牵引网架设方案计算分析牵引网高频阻抗

特性，探究环境参数对牵引网高频阻抗的影响，通过 Python 科学计算的 Numpy 库进行矩阵计算及合并。

其中各导线空间分布及牵引网导线的主要参数见表 1[20]。
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表 2 大地电导率 σg简表
Tab.2 Earth conductivity σg

地质情况 σg/（s/m）

干燥地区 0.1

潮湿地区 1~10

多岩地区 0.001

平均情况 0.01

从图 1，图 2观察到，自阻抗的电阻和电抗数值随频率增大而增大，当频率大于 104 Hz时数值上升幅度
明显提高。 同时，高频下大地电导率导致的电阻和电抗数值的差异大于低频，频率越高差异越明显。

2.2 架设高度对牵引网阻抗的影响

架设高架桥是用来解决铁路跨越江河、峡谷或冻土等复杂地质地带的主要手段。在实际工程中，高架桥

的标准高度为 32 m，故在原模型的架设方案下整体高度分别增加 10，20，30 m 进行计算。 图 3，图 4 反映了
接触线及钢轨回路的阻抗矩阵对导线高度和频率的依赖性。

2.1 大地电导率对牵引网阻抗的影响

由于实际线路跨度较大，所经区域不可能是

单一地质。 根据表 2 选取 4 种不同数量级的大

地电导率进行分析，以接触线及钢轨回路为例，

图 1，2 反映了该回路的阻抗矩阵 R，X 对大地电

导率和频率的依赖性。

朱 明，等：牵引网高频阻抗特性研究

图 2 互阻抗和大地电导率的关系

Fig.2 Relationship between mutual impedance and earth conductivity
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图 1 自阻抗和大地电阻率的关系

Fig.1 Relationship between self-impedance and earth resistivity
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从图 3，图 4 可看出以下特点，互阻抗的电阻和电抗数值随频率增大而增大，当频率大于 104 Hz 时数值
上升幅度明显提高。 同时，高频下架设高度导致的电阻数值的差异大于低频，频率越高差异越明显。

3 宽频牵引网阻抗矩阵计算结果

利用公式（17）（18）以表 1 的实际线路为算例在 107 Hz 范围内挑选工频的 10 倍频率计算牵引网阻
抗矩阵。 将复线牵引网络的 14 根导线采用逐根合法合并为 6 根，最终简化成六阶的阻抗矩阵，合并规则为

① 1.接触线（CW1）+2.承力索（MW1）；② 3.正馈线 （PF1）；③ 4.钢轨 1（RA1）+5.钢轨 2（RA2）+6.保护线
（PW1）+7.综合地线（E1）；④ 8.接触线（CW2）+9.承力索（MW2）；⑤ 10.正馈线（PF2）；⑥ 11.钢轨 3（RA3）+12.
钢轨 4（RA4）+13.保护线（PW2）+14.综合地线（E2）。 该规则中①至⑥分别代表阻抗矩阵中的 Z11至 Z66。

表 3 为 50 Hz 频率时牵引网阻抗矩结果。 以合并后接触线的单位长度自阻抗及与正馈线的互阻抗为

例，50 Hz 时分别为 （0.000 163+0.000 73i） Ω，（0.000 102+0.000 598） Ω；500 Hz 时分别为 （0.000 805+
0.006 96i） Ω， （0.000 938+0.004 512） Ω；5 000 Hz 时分别为 （0.006 608+0.051 54i） Ω， （0.008 466+
0.0031 708） Ω；50 000 Hz 时分别为（0.052+0.425i） Ω，（0.068+0.198i） Ω；500 000 Hz 时分别为（1.717+
32.819i） Ω，（2.116+7.373i） Ω。

图 4 互阻抗和大地电导率的关系

Fig.4 Relationship between mutual impedance and earth conductivity

图 3 自阻抗和架设高度的关系

Fig.3 Relationship between self-impedance and erection height
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4 结论

在多导体传输线理论的基础上运用双曲余切近似和 Sunde 地阻抗计算法总结出针对牵引网高频阻抗
计算公式，解决了经典算法在高频时内阻抗会溢出、地阻抗忽略了土壤位移电流的问题，结合 Python科学计
算和作图仿真，得出结论：

在低频范围内，频率变化对牵引网阻抗影响不大，高频范围内尤其是频率大于 104 Hz，频率增加阻抗
值增长明显；在模拟计算低频或慢波瞬变时大地电导率和高度变化对阻抗的影响不大，可以在指定输入值

时不需要很高的精度，但如果在模拟高频或快速瞬变的情况下，大地电导率和高度变化对阻抗值影响较大，
需精确输入参数。 设计过程中需要针对频率高低分情况讨论。

表 3 50 Hz 牵引网阻抗矩阵
Tab.3 Partial frequency traction network impedance matrix

阻抗矩阵 Z/（103 Ω/m）

0.163+0.73i 0.102+0.598i 0.108+0.613i 0.1+0.596i 0.092+0.558i 0.108+0.58i

0.102+0.598i 0.194+0.712i 0.089+0.615i 0.092+0.558i 0.079+0.533i 0.093+0.562i

0.108+0.613i 0.089+0.615i 0.136+0.661i 0.108+0.58i 0.093+0.562i 0.126+0.592i

0.1+0.596i 0.092+0.558i 0.108+0.58i 0.163+0.73i 0.102+0.598i 0.108+0.613i

0.092+0.558i 0.079+0.533i 0.093+0.562i 0.102+0.598i 0.194+0.712i 0.089+0.615i

0.108+0.58i 0.093+0.562i 0.126+0.592i 0.108+0.613i 0.089+0.615i 0.136+0.661i
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Research on High Frequency Impedance Characteristics of
Traction Network

Zhu Ming，Chen Jianyun

（School of Electrical and Automation Engineering, East China Jiaotong University, Nanchang 330013, China）

Abstract：The classical traction network impedance calculation formula use the solid circular wire model and the
Carson series method, but it is based on the power frequency (50 Hz) during the derivation process, which is not
suitable for high frequency calculation. In order to accurately describe the high-frequency impedance character-
istics of the traction network, the hyperbolic cotangent approximation and the Sunde ground impedance calcula-
tion method are used to summarize the calculation formula for the high-frequency impedance of the traction net-
work. Combined with the scientific calculation and simulation of Python, the traction grid of the power supply
arm of the east section of Shanghai-Nanjing Wuxi Substation is used as an example, and the relationship be-
tween the high-frequency impedance of the traction grid and the erection height and earth conductivity is ana-
lyzed. The results show that the conductivity and height of the earth have little effect on the impedance value
under low frequency currents, but the effect of the earth conductivity and erecting height on the impedance of
the traction network at the high frequency, especially when the frequency is higher than 104, cannot be ignored.
In the simulation of high frequency or fast transient, the values of ground conductivity and erection height need
to be accurate.
Key words： traction network impedance; frequency; soil resistivity; erection height
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