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基于位移控制新法的结构非线性有限元数值模拟

陈梦成，李嘉钰
（华东交通大学土木建筑学院,江西 南昌 330013）

摘要：在材料、构件和结构的非线性问题有限元数值模拟过程中，当需要模拟达到或通过荷载-位移空间中平衡路径的极值点
以及软化下降段时，荷载增量控制法一般是无能为力的。 为了克服这个困难，利用杜修力等人提出的位移控制新理论，对有限

元求解方程中的刚度矩阵的主对角元素乘以大数，并将边界条件引入到有限元求解方程中，使得新的刚度矩阵依然具有对称

性和带状性，仅需要对经典的荷载控制法程序做少量的修补，而且运算过程简单、迭代计算量少。 最后采用 MATLAB 编制程
序，并结合实际算例进行分析，结果表明：本文建立的方法不但有效、可行，而且简单。
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结构全过程分析是非线性分析理论的基础，它常常应用于大跨度空间结构的设计之中。 在结构非线性
全过程分析中，刚度矩阵的组装、计算方法及迭代方式的选取，都将对结果产生重大的影响。 近年来，人们一
直在对结构非线性全过程分析中的迭代控制算法进行研究，提出了压缩平衡迭代法、人工弹簧法、位移控制
法、弧长法等多种方法。 王志军等[1]在常规的位移控制法和弧长法中引入了简单适用的考虑路径搜寻和单因
子加速的方法，能明显改善收敛情况；郑宏等 [2]利用 Sherman-Morrison 定理，对经典的荷载增量控制法程序
做了少量的修补，构建了一个有良好数值特性且仅需很少运算量的位移控制法程序；杜柏松等[3]引入广义位
移作为约束方程来确定荷载增量因子，从而控制结构荷载加载的全过程，形成了广义的位移控制法；许茂
等 [4]针对负刚度结构，采用了附加正刚度弹簧的方法进行了分析，解决了负刚度切线矩阵在有限元分析中造
成的迭代求解不收敛的问题；李钢等[5]证明了拟力法在计算结构负刚度时的优势，它是一种高效的非线性分
析方法；曲激婷等[6]基于向量式有限元的基本思想，提出了力-位移控制的复合模拟方法，此方法可以很好地
求解结构的大变形问题；AL－Aukaily等[7]采用了直接微分法和向前差分法，同时考虑结构的几何非线性和材
料非线性，对求解结构响应所用位移控制法的相关参数进行了敏感度分析。

利用杜修力等提出的位移控制新方法 [8]，编写相关计算程序，并结合实际算例，对结构的非线性全过程
进行有限元分析，验证位移控制新方法的有效性、正确性和可行性。

1 U.L.列式下增量有限元方程

根据连续性介质力学和虚位移原理 [9]，并以时刻结构的状态作为基准参考构型，应变、应力以及位移的
增量关系为[10]

t+△tε=tε+△ε （1）
t+△tσ=tσ+△σ （2）
t+△tu=tu+△u （3）
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式中：t+△t时刻的应变、应力以及位移分别是 t时刻的应变、应力以及位移与其对应增量之和。 注意到式（1）
中应变增量是由线性和非线性两部分组成，则有

△ε=△εL+△εNL （4）
根据虚功原理，增量虚功方程为

V乙（δ△εL）TD△εdv+
V乙（δ△εNL）TD△εdv+

V乙（δ△εNL）T△tσεdv=
V乙（δu）TXdv+

V乙（δu）TXdA-
V乙（δ△εL）T tσdv （5）

式中：D为弹性矩阵；X和 X分别为单位体积的体力载荷和面力载荷。
为使式（5）非线性方程可解，忽略应变高阶小量第二项的影响，即认为增量段的非线性部分可以忽略不

计，并作如下线性化处理
△ε≈△εL

δ△ε≈δ△εL
L L （6）

将式（6）代入式（5）中进行化简，得到增量形式的 U.L.方程为

V乙（δ△εL）TD△εdv+
V乙（δ△εNL）T tσdv=

V乙（δu）TXdv+
A乙（δu）TXdA-

V乙（δ△εL）T tσdv （7）

在有限单元法中，构造出满足变形协调条件的插值函数，使得单元位移增量能用单元节点位移增量表示
△u=N△ue （8）

对式（8），同时对等式两边位移增量取变分，有
δ△u=Nδ△ue （9）

单元应变增量为
△ε=△εL+△εNL （10）

线性分量为
△εL=BL△ue （11）

非线性分量为

△εNL=
1
2 △Aθ= 12 △AG△ue=B軒NL△ue （12）

对式（11）和式（12）中应变增量取变分，有
δ△εL=BLδ△ue （13）

δ△εNL=
1
2 （δ△A）θ+ 12 △Aδθ （14）

由于（δ△A）θ＝△Aδθ，并将其代入式（14）中，得
δ△εNL=△Aδθ＝△AGδue＝BNLδ△ue （15）

将上述应变增量的变分和应力表达式代入式（7），并将作用在单元上的体荷载、面荷载根据静力等效原
则转化为等效节点荷载 △Pe，即可得到 U.L.列式下的增量有限元方程

V乙（BL）TDBLdv△ue+
V乙（BNL）T tσdv=△Pe-

V乙（BL）T tσdv （16）

又因为有

V乙（BNL）T tσdv=
V乙（△AG）T tσdv=

V乙GTMGdv△ue （17）

因此式（16）可以化简为
（KL+KG）△ue＝△P-fe （18）

其中

KL=
V乙（BL）TDBLdv （19）

KG=
V乙GTMGdv （20）
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fe=
V乙（BL）T tσdv （21）

式中：KL为整体坐标下的弹性刚度矩阵；KG为整体坐标下的几何刚度矩阵，两者之和为单元切线刚度矩阵；
fe为单元抵抗力向量。

2 位移控制新方法

2.1 传统位移控制法
传统的位移控制法（displacement control method，DCM）是求解材料、构件及结构包含极限强度后软化下

降段的荷载-位移关系非线性全过程曲线的常用方法之一，它是通过引入给定力作用节点（位移控制点）的
位移增量来反求荷载增量和其它未知节点的位移增量。 其一般迭代方程为[11]

[KT]ji{△U}ji+1=△λj
i+1{P}+[R]ji （22）

式中：[KT]为结构的切线刚度矩阵；△λ为荷载因子增量；{P}为参考荷载向量；[R]为不平衡力向量；j 为增量步
数；i为迭代次数。 接下来根据需要控制的位移向量对结构的迭代平衡方程式（22）进行重新排序，即对结构
的切线刚度矩阵、荷载向量以及不平衡力向量进行如下分块

K11 K12

K21 K22
2 2ji △u1

△u2
△ △ji+1=△λj

i+1
P1

P2
△ △+ r1

r2
△ △ji （23）

令结构位移增量{△U}的分量 △u2为所需控制的位移分量，且为已知给定位移分量增量数值，即 △u2=△u，再
对式（23）进行变量交换，可得

K11
j
i -P1

K21
j
i -P2

T 2△u1

△
△ △
λ

j
i+1=

r1
r2
△ △ji-△u K12

K22
△ △ji （24）

从式（24）中可以发现，交换变量的过程破坏了原切线刚度矩阵的对称性和带状性的特点，这给直接求解带
来了很大的困难。 于是，展开式（24）中的第一项，得

K11T 2ji △u1△ △ji+1=△λj
i+1 P1△ △+ r1△ △ji-△u K12T 2ji （25）

接着，假设待求位移增量 △u1△ △ji+1为下面两项的线性组合
△u1△ △ji+1=△λj

i+1 △u（1△ △） j
i+1+ △u（2△ △） j

i+1 （26）
且有

K11T 2ji △u（1△ △） j
i+1= P1△ △ （27）

K11T 2ji △u（2△ △） j
i+1= r1△ △ji-△u K12T 2ji （28）

此时，可以解出未知向量 △u（1△ △） j
i+1及 △u（2△ △） j

i+1，然后，将式（26）的右边代入式（24）的第二项展开式中，
即可得到荷载因子增量

△λj
i+1=

- r2△ △ji+ K21T 2ji· △u（2△ △） j
i+1+△u軈 K22T 2ji

P2△ △- K21T 2ji· △u（1△ △） j
i+1

（29）

至此，可以计算出每一步迭代中的荷载因子增量 △λ，最终可计算其余点位移分量。
2.2 位移控制新方法

传统位移控制法的求解过程需将有限元方程的刚度矩阵进行分块并重新排列，从而得到新的方程和系
数矩阵，但新的系数矩阵将不再具有原刚度矩阵的对称性及带状性，会使计算量显著增加，且计算过程较为
复杂，最终带来诸多计算上的不便。

一般地，有限元增量方程可写为
KTT 2t △△ △U = △△ △F （30）

式中： KTT 2t为 t时刻的结构切线刚度矩阵； △△ △U 为结构的节点位移增量； △△ △F 为结构的节点荷载增量。当
结构响应进入极限状态后的软化阶段，切线刚度矩阵 KTT 2t通常为非正定矩阵，此时增量方程（30）是“病态”
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的，求解结果一般不收敛。 为克服这个困难，杜修力等人提出了一个新的位移控制方法[8]（new displacement
control method，N-DCM），简述如下。

在式（30）两边同时加上 KT� �0 △△ △U ，则方程（30）进一步改写为
KT� �0 △△ △U + KT� �t △△ △U = △△ △F + KT� �0 △△ △U （31）

或
KT� �0 △△ △U = △△ △F + △△ △R （32）

式中： KT� �0为初始时刻的结构切线刚度矩阵； △△ △R =( KT� �0- KT� �t） △△ △U 。
该方法的实现过程是将已知控制点的位移 ui=ui引入到有限元方程中， 并将对应初始切线刚度矩阵中

的主对角元素 Kii乘以一个大数 α（一般可取 α=1020），便可得到对应新的主对角元素 αKii；然后，将荷载列向
量中对应的元素 Pi改为 αKiiui，同时不再引入参考荷载向量和荷载因子增量；最后，可以得到新的增量迭代
平衡方程

K軍T� �0 △△ △U j
i+1= △F軍△ △+ △△ △R j

i （33）

式中： K軍T� �0为引入所乘大数和几何边界条件后的结构初始切线刚度矩阵； △F軍△ △为修改后的外荷载矩阵，在

整个迭代求解过程中是不变的。
不平衡力的计算公式为

△△ △R j
i=（ KT� �j0- KT� �ji）· △△ △U j

i （34）
每一个位移增量步内的迭代收敛条件为

△△ △U j
i+1- △△ △U j

i ≤δ （35）

可见，新的切线刚度矩阵 K軍T� �0仍保持对称性和带状性，且在整个迭代过程中不发生变化，之后便可以

很容易地计算出迭代过程中的位移增量。
下面给出具体的迭代求解计算过程。
1） 确定控制点的位移增量步步长 ui，确定允许位移收敛误差 δ，计算结构初始切线刚度 KT� �0，组装引

入结构位移修改后的荷载增量 △F軍△ △，计算引入结构位移修改后的刚度矩阵 K軍T� �0，从第一步增量开始，令不

平衡力 △△ △R 为 0并代入式（32）中可计算出初始位移增量 △△ △U 1
1。

2） 进入第一次迭代，下面开始计算不平衡力 △△ △R 1
1 。 先计算初始位移增量 △△ △U 1

1下的结构切线刚度
矩阵 KT� �11，然后由式（34）可得： △△ △R 1

1=（ KT� �10- KT� �11）· △△ △U 1
1。

3） 进入第二次迭代，由式（33）得方程 K軍T� �0 △△ △U 1
2= △F軍△ △+ △△ △R 1

1，解得 △△ △U 1
2。

4） 判断是否满足位移收敛条件： △△ △U j
i+1- △△ △U j

i ≤δ。若满足，结束第一步位移增量步的迭代，△ △U 1=
△△ △U 1

i+1，进入步骤 5）。 否则，继续重复步骤 2）和 3）计算新的不平衡力 △△ △R j
i+1和新的位移增量 △△ △U j

i+2，直
至满足位移收敛条件为止。

5） 用第二步增量或第 j步增量，计算节点总位移向量：△ △U j=△ △U j-1+ △△ △U j
i+1。

6） 每个位移增量步迭代完成后，要反算出外荷载增量： △△ △P j
i+1= KT� �j △△ △U j

i+1，并累加外荷载增量得到
总外荷载向量：△ △P j=△ △P j-1+ △△ △P j

i+1，继续从第一步开始，直到 j=n 完成最终增量步数，得到结构的荷载-位
移全过程曲线。

使用位移控制新方法时需注意：每个增量位移步迭代完成后要及时反算出结构的外荷载增量，并进行
总荷载和总位移的累加；在 U.L.列式下进行求解时，还需注意局部坐标与整体坐标的转化，在计算不平衡力
时，先将整体坐标下的 △△ △U j

i， KT� �0以及 KT� �ji转换为局部坐标下对应的矩阵，然后求得局部坐标下的不
平衡力，最后将局部坐标下的不平衡力转换为整体坐标下的不平衡力进行求解。

3 算例分析

3.1 几何非线性
选取 William 肘式框架[12]进行计算分析，William 肘式框架是众多学者检验其所建立理论有效性及正确
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3.2 材料非线性
一混凝土棱柱体试件[14]尺寸为 150 mm×150 mm×300 mm，混凝土等级为 C30，考虑材料非线性，对该构件

进行非线性有限元分析。
计算分析时，采用三维纤维梁单元，沿长度方

向离散成 3 个单元， 截面划分成 15×15 的纤维网
格，取控制点的位移增量步步长 u=0.1 mm，总位移
增量步 n=24，即分析构件应变为 0~0.008 时对应的
应力大小，允许位移收敛误差 δ=10-4。混凝土的本构
模型根据我国混凝土设计规范 [15]，采用单轴受压应
力-应变曲线。

将运用传统位移控制法和位移控制新方法得到
的数值分析结果与文献[14]结果进行对比，如图 4 所
示。可见，两种方法计算出的曲线与文献中曲线的吻
合程度良好，且两种方法的结果高度吻合，证明了位
移控制新方法的准确性和可行性；除此之外，本文在

图 1 William 肘式框架 （单位：mm）

Fig.1 William frame （Unit: mm）
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图 2 William 肘式框架荷载-位移曲线
Fig.2 The load-displacement curve for William frame

图 3 William 肘式框架变形曲线
Fig.3 The deformation curve for William frame
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图 4 混凝土柱应力-应变曲线
Fig.4 Stress-strain curve of concrete column
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性的典型算例，其原因在于该结构具有显著的几
何非线性特征，同时又具备可以用来与理论值对
比的试验结果，如图 1所示。 该结构两端固结，水
平方向跨度为 657.6 mm， 竖直方向高为 9.8 mm，
杆件为细长矩形等截面直杆，截面宽 19.1 mm，高
6.17 mm，弹性模量为 71 018.5 MPa，框架顶端作用
一竖向集中力荷载。

在分析时， 将该结构离散成 20 个 Euler-
Bernoulli[13]梁单元进行模拟，取控制点的位移增量步步长 u=0.1 mm，总位移增量步 n=180 即分析结构位移
控制点 0 至 18 mm 的荷载-位移关系曲线，允许位移收敛误差 δ=10-4，在 U.L.列式下，使用 MATLAB 进行编
程计算。

图 2给出了运用传统位移控制法、 位移控制新方法得到的数值分析结果与 William 试验结果之间的对
比；图 3给出了运用传统位移控制法与位移控制新方法得到的结构最终变形曲线。可见，位移控制新方法能
跨越荷载-位移关系中的极值点以及结构极限强度后的软化下降段模拟，且能准确地计算出结构的荷载-位
移全过程曲线。两种方法所得到的结构最终变形曲线高度吻合，证明了位移控制新方法的可行性和正确性。
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利用 MATLAB进行编程计算时，对两种方法的计算完成时间进行了测试，结果发现，传统位移控制法所需时
间约为 333 s，而位移控制新方法所需时间约为 202 s，新方法近节约了 40%的时间，优化了计算过程。

4 结论

通过以上理论分析与数值模拟计算，可以得到以下结论：
1） 位移控制法可以模拟出结构的荷载-位移全过程非线性曲线，尤其是可以模拟出曲线含有极值点或

软化下降段的情况；
2） 位移控制新方法不会破坏有限元刚度矩阵的对称性和带状性，且能得到稳定、精确的数值解；
3） 位移控制新方法较传统位移控制法更为简便实用，求解所需的计算步骤和计算时间都可以得到一定

程度上的优化，节约了计算成本。
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Nonlinear Numerical Simulation of Finite Element Based
on A New Displacement Control Method

Chen Mengcheng，Li Jiayu

（School of Civil Engineering and Architecture，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：In the nonlinear numerical simulation of finite element for materials，components and structures，the
load increment control method is usually powerless when it is necessary to reach or pass through the peak point
and the softening decent segment of special equilibrium path for load-displacement relation. In this paper，a new
theory of displacement control proposed by Du Xiuli et al. is used to overcome this problem. To make a new
stiffness matrix symmetric and banded，the main diagonal elements of stiffness matrix in the conventional finite
element incremental equation were multiplied by a huge number，and the boundary conditions were also intro-
duced to the finite element equation. Therefore，only a little modification was needed for the program of tradi-
tional load control method which can simplify the iterative process of calculation. Finally，the complied program
MATLAB was used to analyze some practical examples. It is shown by the analysis that the method presented in
the paper is not only effective，feasible，but also simple.
Key words： structural nonlinearity; finite element analysis; displacement control method
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