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考虑下列分数阶 Schro�dinger-Poisson 方程组非
平凡解的存在性和多重性。

（-△）su+V（x）u+φ（x）u=
f（x，u）+λg（x，u）+h（x）， x∈Ω
（-△）tφ（x）=u2， x∈Ω
u=0， x∈R3\
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式中：s，t∈（0，1）且 2t+4s＞3；Ω⊂R3中一个有界域；
势函数 V：Ω→R+是连续的；λ 是一个正的常数；f，g，
h是连续函数；（-△）s是分数阶 Laplacian 算子，其定

义为

（-△）sφ（x）=2 lim
ε→0+ R3 \Bε（x）
∫ φ（x）-φ（y）

|x-y|3+2s dy，x∈Ω

式中：函数 φ∈C
∞

0 （R3）；Bε（x）表示以 x∈Ω 为中心，

ε＞0为半径的球。 值得指出的是当 τ→1-，分数阶拉
普拉斯算子（-△）τ变成了经典的拉普拉斯算子-△，
参考文献[1]中性质 4.4。 从概率的观点来看，分数阶
拉普拉斯算子可以看作是 Lévy 过程的无穷小生成
元[2]。 在应用科学中，这个算子出现在对各种现象的
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描述中，如离子物理 [3]，火焰传播 [4]，金融 [5]，自由边
界障碍问题 [6]，Signorin 问题 [7]，具有临界分数阶扩
散 Hamilton-Jacobi 方程 [8]，或伽马收敛框架中的
相变 [9]。 关于分数阶 Laplacian 算子的更多细节，建
议读者参考文献[1]和文献[10]。

在过去十年， 在势函数和非线性项满足不同
的假设条件下 ，通过临界点理论 ，许多研究者对
方程组 （1）解的存在性和多重性感兴趣 。 例如 ，

Zhang 等 [11]考虑了下列分数阶 Schro� dinger-Poisson
方程组

（-△）su+λφu=g（x）， x∈R3

（-△）tφ=u2， x∈R{ }3

式中：λ＞0且 g满足次临界或者临界增长条件。通过扰
动的方法，当 λ足够小时，得到了解的存在性。 Teng
等[12]研究了下列分数阶Schro�dinger-Poisson方程组

（-△）su+V（x）u+φu=μ|u|q-1+|u|
2s

*
-2
u， x∈R3

（-△）tφ=u2， x∈R
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式中：μ＞0 是一个参数，2 s

*
= 2N
N－2s 。 通过使用 Po

hozǎev-Nehari流形，得到了非平凡基态解的存在性。
通过对称山路定理，Zhi等[13]得到了分数阶 p-Lapla-
cian方程非平凡解的存在性。 冯胜豪等[14]讨论了下

列非线性分数阶 Schro�dinger-Poisson方程组

（-△）su+u-φ|u|
2s

*
-3
u=f（u）+|u|

2s

*
-2
u， x∈R3

（-△）sφ=|u|
2s

*
-1
， x∈R
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在 f满足一定的条件下， 通过山路定理和集中紧原
理，作者们得到了非平凡解的存在性。 推荐读者参

考文献[15]和文献[16]以获得更多关于分数阶 Schro�
dinger-Poisson方程的最新结果。

基于上述工作的启发，研究式（1）解的存在性
和多重性。 据我们分析，非线性项在无穷远和原点
附近的增长条件不同，存在性和多重性的结果是完
全不同的。 与 Zhi等[13]相比，本文利用较弱的条件得
到了相似的结论。

1 准备工作和主要结果

在本节中，将概述式（1）的变分结构并给出其
非局部项 φu的性质。

分数阶 Sobolev 空间 Hs（R3）可用下列 Fourier变
换描述

Hs（Ω）= u∈L2（Ω）∶
Ω∫（| ξ |2s+1）|u� |2 dξ＜{ }∞

其内积和范数的定义为

（u，v）=
Ω∫（| ξ |2s+1）u� v�dξ，

||u||
2

Hs=
Ω∫（| ξ |2s+1）｜u� ｜2 dξ

基于 Plancherel定理，有

（u，v）=
Ω∫(（-△）

s
2 u（-△）

s
2 v+uv）dx，

||u||
2

Hs=
Ω∫（| （-△）

s
2 u |2+｜u｜2）dx

齐次分数阶 Sobolev空间

Ds（Ω）= u∈L
2s

*

（Ω）∶
Ω∫| ξ |2s |u� |2 dξ＜{ }∞

为范数[u]s2在 C0

∞
（Ω）的完备空间，其中

[u]s
2
=

Ω∫|（-△）
s
2 u|2dx=

Ω∫ Ω∫ |u（x）-u（y）|2
|x-y|3+2s dxdy

根据文献[1]中定理 6.5，当 2≤p＜2s

*
，Hs（Ω）可以

连续嵌入到 Lp（Ω），且对于任意的 s∈（0，1），存在一
个最佳常数 Ss＞0使得

定义

E={u∈Hs（Ω）∶
Ω∫V（x）|u|2 dx＜∞}，

其内积和范数分别为

〈u，v〉E=
Ω∫(（-△）

s
2 u（-△）

s
2 v+V（x）uv）dx，

||u||E=
Ω∫（| （-△）

s
2 u |2+V（x）｜u｜2）d( )x

1
2

（3）

众所周知，问题（1）可以化简为带有非局部项
的单一方程。 因为 s，t∈（0，1） 且 2t+4s＞3， 那么有

12
3+2t ＜ 6

3-2s 成立，Hs（Ω）可以紧嵌入到 L
12
3+2t （Ω）。

对于∀u∈Ht（Ω），在 Dt（Ω）中定义线性泛函 Lu为

Lu（v）=
Ω∫u2 vdx， ∀v∈Dt（Ω）。

然后，从 Ho� lder 不等式和式（2）中得到，存在
C1，C2＞0使得

Ss＝ inf
u∈Ds，2（Ω）\｛0｝

Ω∫|（-△）
s
2 u|2dx

Ω∫|u|
2s

*

d( )x （2）
2/2s

*
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|Lu（v）|≤
Ω∫|u（x）2|

6
3+2t d( )x

3+2t
6

Ω∫|v（x）|
6

3-2t d( )x
3-2t
6

≤C1St

- 1
2 ||u||

2

Ht [v]t=C2||u||
2

Ht [v]t （4）

所以，根据 Lax-Milgram定理，对于每一个 u∈Ht（Ω），

都存在唯一一个 φ
t

u∈Dt（Ω）使得

Ω∫u2vdx=
Ω∫（-△）

t
2 φ

t

u·（-△）
t
2 vdx （5）

即对于任意的 v∈Dt（Ω），φ
t

u是

（-△）tφ
t

u＝u2， x∈Ω

的弱解，且

φ
t

u＝ct Ω∫ u2（y）
|x-y|3-2t dy=ct

1
|x|3-2t *u

2，∀x∈Ω （6）

此式被称为 t-Riesz势，其中

ct=π
- 3
2 2-2tΓ（3-2t）

Γ（t） ，

同时，由式（4）、式（5）和 Sobolev 不等式知，存在 C3，

C4，C5＞0，使得

[φ
t

u ]t≤C3||u||
2

Ht（Ω），||φ
t

u ||L2t
*

（Ω）≤C4[φ
t

u ]t （7）

和

Ω∫ Ω∫ 1
|x-y|3-2t u

2（x）u2（y）dxdy=
Ω∫φ

t

u u2dx≤C5||u||
4

Ht

（8）

把 φ
t

u代入问题（1），得到下列单一的分数阶 Schro�-

dinger方程

（-△）su+V（x）u+φ
t

u （x）u=f（x，u）+λg（x，u）+h（x），x∈Ω

（9）
显然，问题（9）的解可通过寻找能量泛函 I：E→R

I（u）= 1
2 （[u]

2

s + Ω∫V（x）|u|2dx）+ 1
4 Ω∫φ

t

u（x）u2dx-

Ω∫F（x，u）dx-λ
Ω∫G（x，u）dx-

Ω∫h（x）udx

的临界点得到，其中 F（x，ξ）=
ξ

0∫ f（x，τ）dτ，G（x，ξ）=

ξ

0∫ g（x，τ）dτ。 另外，由式（7）和式（8）知 I∈C1，对于

∀v∈E，有

〈I′（u），v〉=
Ω∫[（-△）

s
2 u（-△）

s
2 v+V（x）uv]dx+

Ω∫φ
t

uuvdx-

Ω∫f（x，u）vdx-λ
Ω∫g（x，u）vdx-

Ω∫h（x）vdx

如果 u∈E是 I的临界点，则（u，φ
t

u）为问题（1）的弱解，

其中 φ
t

u由式（6）定义。

设势函数 V∈C （Ω）为一个连续函数 ，假设
（V）存在 L＞0 使得 inf

x∈Ω
V（x）＞L 且对于∀V0∈R，

meas{x∈Ω：-∞＜V（x）≤V0}＜+∞。
因为 V（x）满足条件（V），所以有以下嵌入定理。
引理 1.1[17] 设 0＜s＜1 且 s＜N/2，V（x）满足条件

（V）。 如果 r1∈[1，2
*

s ]，那么 E可以连续嵌入到 Ds（Ω），

Ds（Ω）可以连续嵌入到 Lr1（Ω），且对于∀u∈E 有
[u]s≤C||u||E，其中 C是一个常数。特别地，对于∀r1∈

[1，2
*

s ]，对于∀u∈E，存在一个常数 Cr1 使得

||u|| （Ω）≤Cr1||u||E （10）

如果 r1∈[1，2
*

s ），那么可以紧嵌入到 Lr1（Ω）。

定义算子 Φ：Ht（Ω）→Dt（Ω）为 Φ[u]=φ
t

u 。 在下

面的引理中，总结了一些对研究问题有用的 Φ 的性
质，其证明与 Zhang等[11]，Teng[18]的一样。

引理 1.2 对任意的 u∈Ht（Ω），有
1） Φ 是连续的；
2） Φ 将有界集合映射到有界集合；

3）
Ω∫Φu2dx≤S

2

t ||u||
4

12
L3+2t

；

4） 如果在 Ht（Ω）内有 un弱收敛到 u，那么在 Dt

（Ω）内有 Φ[un]弱收敛到 Φ[u]；
5） 对任意的 ϑ∈R都有 Φ[ϑu]=ϑ2Φ[u]；
6） 如果在 Ht（Ω）内有 un 弱收敛到 u 且对于

∀2≤r2＜2
*

s ，在 Lr2（Ω）内有 un 强收敛到 u，那么

∀v∈E 有

Ω∫φ
t

un
（x）unvdx→

Ω∫φ
t

u（x）uvdx且

Ω∫φ
t

un
（x）u

2

ndx→ Ω∫φ
t

u（x）u2dx。

本文用变分法对式（1）进行研究，包括山路定
理，Bonanno 和 Kajikiya 的临界点理论。 一般地，需
要验证泛函的几何结构并证明泛函满足临界点理
论的紧性条件。 但本文由于临界非线性项的存在，
能量泛函只在某些范围内可以满足紧性条件，本
文应用不同形式的变分定理来证明解的存在性。 假
设非线性项 f，g，h∈C（Ω，R）且满足下列假设：

钟巧澄，等：分数阶 Schro�dinger-Poisson 方程组解的存在性
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（f1）当几乎处处 x∈Ω时，lim
|τ|→0

f（x，τ）
τ ＝0一致成立；

（ f�1）当几乎处处 x∈Ω 时，lim
|τ|→0

f（x，τ）
τ ＝∞ 一致

成立；

（f2）当几乎处处 x∈Ω 时， lim
|τ|→∞

f（x，τ）

τ
2

*

s -1
＝0 一致

成立；

（f3）存在 v∈（4，2
*

s ）使得

0＜vF（τ）≤f（τ）τ，∀|τ|＞0；
（g1）|g（x，τ）|≤c（1+|τ|r3-1），∀τ∈R，1≤r3＜2；

（g2）f（x，·）是奇的且 g=|u|
2
*

s -2u。
下面陈述本文的主要结果。
定理 1.1 设 t∈（0，1），2t+4s＞3，若（f1），（f2），（f3），

（g1）成立，那么存在 λ*＞0 且对任意的 λ∈（0，λ*），存

在 γ＞0 使得对任意的 |h|
2

2∈（0，γ），式（1）有一个山

路解。

定理 1.2 设 t∈（0，1），s＞ 3
4 ，若（ f� 1），（f2），（g2）成

立且 h=0，那么存在 λ*＞0 且对任意的 λ∈（0，λ*），
式（1）有一列非平凡解{un}n∈N⊂E 使得当 n→∞ 时有
un→0。

2 山路解的存在性

接下来，证明泛函 I满足山路几何条件。
引理 2.1 若（f1），（f2），（f3），（g1）成立，那么泛函 I

满足山路几何结构
1） 存在 α，ρ＞0使得 I（u）≥α且||u||=ρ；
2） 存在 e∈E且||e||＞ρ使得 I（e）＜0。
证明 1）根据（f1）和（f2），对固定的 ε＞0，存在 Cε

使得

|F（τ）|≤ ε
2 |τ|2+ Cε

2
*

s

|τ|
2s

*

（11）

根据式（11）和 Cauchy不等式，得到

I（u）= 1
2 ||u||

2

E+
1
4 Ω∫φ

t

uu2dx-
Ω∫F（x，u）dx-

λ
Ω∫G（x，u）dx-

Ω∫h（x）udx

≥ 1
2 ||u||

2

E- Ω∫F（x，u）dx-λ
Ω∫G（x，u）dx-

Ω∫h（x）udx

≥ 1
2 ||u||

2

E- Ω∫（ ε2 |u|2+ Cε

2
*

s

|u|
2s

*

）dx-

λ
Ω∫（c|u|+ c

r3
|u|r3）dx-

Ω∫h（x）udx

≥ 1
4 ||u||

2

E-C6||u||
2s

*

E-λC7||u||E-λC8||u||
r3
E-Cε′|h|

2

2

=||u||
2

E
1
4 -C6||u||

2s

*
-2

E -λC7||u||
-1

E -λC8||u||
r3-2
E( )-Cε′|h|

2

2，

式中：C6，C7，C8是常数。 考虑函数

ζ（m）=λC8mr3-2+λC7m-1+C6m
2s

*
-2
，

容易得到lim
m→∞

ζ（m）＝ lim
m→+∞

ζ（m）=+∞。 令 ζ′（m）=0，则

λ（r3-2）C8mr3-3-λC7m-2+C6（2s

*
-2）m

2s

*
-3
=0

令

η（m）=λ（r3-2）C8mr3-1-λC7+C6（2s

*
-2）m

2s

*
-1

（12）

则 ζ′（m）=m-2η（m）。 因为 r3＜2＜2s

*
，所以存在 m0使得

当 m∈（0，m0）时，有 η（m）＜0 且当 m∈（m0，+∞）时，
有 η（m）＞0。 从而，ζ（m）有一个唯一的最小值

ζ（m0）=λC8m0
r3-2+λC7m0

-1+C6m0
2s

*
-2

=λC8m0
r3-2+λC9m0

-1，
式中：C9是常数。存在 λ*＞0使得对任意的 λ∈（0，λ*）

有 ζ（m0）＜
1
8 。 进一步，

η�（m1）＝-λC7+C6（2s

*
-2）m1

2s

*
-1
=0 （13）

容易看到 m0＞m1＝
λC7

C6（2s

*
-2）[ ]

1
2s

*
-1

，因此，存在一个

常数 γ＞0使得当|h|
2

2＜γ时，有

m
2

0
1
4 -ζ（m0[ ]） -Cε′|h|

2

2＞0，

式中：γ＝

λC7

C6 （2s

*
-2）[ ]

2
2s

*
-1

8Cε′
，因此，对于 0＜λ＜λ* 且

|h|
2

2＜γ，存在 α，ρ＞0使得 I（u）≥α且||u||=ρ。
2） 根据（f3），存在常数 C10，C11 使得

F（τ）≥C10τv-C11，∀τ＞0 （14）
固定任意的 u0＞0，得到

I（tu0）=
t2
2 ||u0||

2

E+
1
4 Ω∫φ

t

u（tu0）2dx-
Ω∫F（x，tu0）dx-

λ
Ω∫G（x，tu0）dx-

Ω∫h（x）tu0dx

≤ t2
2 ||u0||

2

E+
C12t4
4 ||u0||

4

E-C10 tv|u0|
v

v+C11|Ω|-

λ
Ω∫G（x，tu0）dx-

Ω∫h（x）tu0dx，

τ
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式中：C12 是常数。 由 v∈（4，2
*

s ）可得当 t→∞ 时，

I（tu0）→-∞。 存在 e∈E且||e||＞ρ使得 I（e）＜0。
引理 2.2 若（f1），（f2），（f3），（g1）成立，那么泛函 I

满足（PS）c条件。
证明 设{un}是 E 上的（PS）c 序列，即存在 c＞0

使得当 n→∞ 时
I（un）→c且 I′（un）→0 （15）

从而有

c（1+||un||E）≥I（un）-
1
v 〈I′（un），un〉

= 1
2 ||un||

2

E+
1
4 Ω∫φ

t

un un
2dx-

Ω∫F（x，un）dx-

λ
Ω∫G（x，un）dx-

Ω∫h（x）undx-

1
v （||un||

2

E+ Ω∫φ
t

unun
2dx-

Ω∫f（x，un）dx-

λ
Ω∫g（x，un）undx-

Ω∫h（x）undx）

= 1
2 - 1

v( )||un||
2

E+
1
4 - 1

v( )
Ω∫φ

t

un un
2dx+

Ω∫ f（x，un）un

v -F（x，un( )） dx+

λ
Ω∫ g（x，un）un

v -G（x，un( )） dx+

1
v -( )1

Ω∫h（x）undx

≥ 1
2 - 1

v( )||un||
2

E+λ Ω∫ g（x，un）un

v -G（x，un( )） dx+

1
v -( )1

Ω∫h（x）undx

≥ 1
2 - 1

v( )||un||
2

E+C13
1
v -( )1 |h|2 ||un||E-

C14 ||un||E-C15 ||un||
r3

E

式中：C13，C14，C15是常数。 {un}在 E中有界。如果有必
要的话，取一个子列，仍然用{un}表示，那么当 n→∞
时，存在 u∈E使得

在 E上，un弱收敛到 u；

在 Lr（Ω）（2≤r＜2s

*
）上，un强收敛到 u，

在 Ω 上，un几乎处处收敛到 u。
根据（f1），（f2），（g1），当 n→∞时，有

Ω∫f（x，un）（un-u）dx→0，

Ω∫g（x，un）（un-u）dx→0。

由式（15）和弱收敛得
〈I′（un）-I′（u），un-u〉＝o（1）。

由引理 1.2得

Ω∫φ
t

un
（x）un（un-u）dx-

Ω∫φ
t

u（x）u（un-u）dx→0

有
〈I′（un）-I′（u），un-u〉
=〈I′（un），un-u〉-〈I′（u），un-u〉

＝〈un，un-u〉E+
Ω∫φ

t

un
（x）un（un-u）dx-

λ
Ω∫g（x，un）（un-u）dx-

Ω∫f（x，un）（un-u）dx-

Ω∫h（x）（un-u）dx-〈u，un-u〉E -
Ω∫φ

t

u（x）u（un-u）dx+

λ
Ω∫g（x，u）（un-u）dx+

Ω∫f（x，u）（un-u）dx+

Ω∫h（x）（un-u）dx

=〈un-u，un-u〉E＝o（1）。
从而，我们得到在 E 上，un强收敛到 u。
定理 1.1 的证明 根据引理 2.1， 引理 2.2 和山

路定理[19] ，得到问题（1）有一个山路解。

3 无穷多解的存在性

考虑式（1）是临界增长的情况，即
（-△）su+V（x）u+φ（x）u=

f（x，u）+λ|u|
2s

*
-2
u， x∈Ω，

（-△）tφ（x）=u2， x∈Ω，
u=0， x∈R3\Ω

■
|
|
|
|
|
||
■
|
|
|
|
|
||
■

■
|
|
|
|
|
||
■
|
|
|
|
|
||
■，

（16）

由（g2）可知，式（16）的泛函是偶泛函，可以通过
对称山路定理得到无穷多解的存在性。 因为临界项
的存在，所以首先证明全局紧性结论。

引理 3.1 设（f2）成立，则对任意 M＞0，存在 λ*

使得对于∀λ∈（0，λ*），泛函 I 在 （-∞，M］满足 PS
条件。

证明 设{un}是泛函 I 在 d 水平上的 PS 序列，
即存在 d＞0 使得当 n→∞时有

I（un）→d且 I′（un）→0 （17）
根据（f2），我们有

|f（x，u）u|≤c（ε）+ε|u|
2s

*

（18）

|F（x，u）|≤c′（ε）+ε|u|
2s

*

（19）

由式（17）可得
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d+||un||E≥I（un）-
1
4 〈I′（un），un〉

= 1
2 ||un||

2

E+
1
4 Ω∫φ

t

un un
2dx-

Ω∫F（x，un）dx-

λ
2s

*
Ω∫|un|

2s

*

dx- 1
4 （||un||

2

E+ Ω∫φ
t

unun
2dx-

Ω∫fundx-λ
Ω∫|un|

2s

*

dx）

= 1
4 ||un||

2

E +λ
1
4 - 1

2s

*( )|un|
2s

*

2s

*+

Ω∫（ fun

4 -F）dx

≥ 1
4 ||un||

2

E +
λ
4 -λ

2s

* -( )ε |un|
2s

*

2s

*-c（ε）|Ω|

≥ 1
4 ||un||

2

E -c（ε）|Ω|，

{un}在 E 中有界。
接下来证明泛函 I 满足 PS 条件，由于{un}在 E

中有界，如果有必要的话，取一个子列，仍然用{un}
表示，那么当 n→∞时，存在 n∈E 使得

在 E 上，un弱收敛到 u；
在 L2（Ω）上，un强收敛到 u；
在 Ω 上，un几乎处处收敛到 u。

利用（f2），有

Ω∫f（x，un）undx→
Ω∫f（x，u）udx+o（1） （20）

Ω∫F（x，un）undx→
Ω∫F（x，u）udx+o（1） （21）

值得注意的是序列
un（x）-un（y）

｜x-y｜
N＋2s
2{ }在 L2（Ω）中

有界，由点态收敛 un→u可知，在 L2（Ω）上
un（x）-un（y）

｜x-y｜
N＋2s
2

→ u（x）-u（y）

｜x-y｜
N＋2s
2

（22）

根据式（20）~式（22）和引理 1.2，得 I′（un）=0，即，u是
式（16）的弱解且

I（u）= 1
2 ||u||

2

E+
1
4 Ω∫φ

t

uu
2
dx-

Ω∫F（x，u）dx-

λ
2s

*
Ω∫|u|

2s

*

dx

= 1
2 Ω∫f（x，u）udx+λ

Ω∫|u|
2s

*

d( )x -

Ω∫F（x，u）dx-λ
2s

*
Ω∫|u|

2s

*

dx- 1
4 Ω∫φ

t

uu
2
dx

=
Ω∫ 1

2 uf-( )F dx+λ
1
2 - 1

2s

*( )
Ω∫|u|

2s

*

dx-

1
4 Ω∫φ

t

uu2dx （23）

可以验证在 E 上，un强收敛到 u，由 Brézis-Lieb
引理的分数形式可知

lim
n→∞ Ω∫（|un|

2s

*

-|un-u|
2s

*

）dx＝lim
n→∞ Ω∫|un|

2s

*

dx （24）

||un||
2

E＝||un-u||
2

E+||un||
2

E+o（1） （25）

根据式（17）、式（24）和式（25），有

〈I′（un），un〉=||un||
2

E+ Ω∫φ
t

un
（x）un

2dx-
Ω∫f（x，un）undx-

λ
Ω∫|un|

2s

*

dx

=||un-u||
2

E+||u||
2

E+ Ω∫φ
t

u（x）u2dx-

Ω∫f（x，u）udx-λ
Ω∫|un-u|

2s

*

dx-

λ
Ω∫|u|

2s

*

dx+o（1）

=o（1）
由于 I′（u）=0，则

||un-u||
2

E＝［un-u］
2

s +o（1）=λ Ω∫|un-u|
2s

*

dx+o（1） （26）

不失一般性，假设||un-u||
2

E＝A+o（1）。

如果 A=0，证毕。
如果 A＞0，将证明这是不可能的。 事实上，利用

Ss的定义，有

A≥Ss
A
λ( )

1
2s

*

（27）

则 A≥Ss

3
2s λ

2s-3
2s 。 结合式（17）~式（19）和式（23）~式

（25），当 n→∞时，有

d=lim
n→∞

（ 12 ||un||
2

E+
1
4 Ω∫φ

t

un un
2dx-

Ω∫F（x，un）dx-

λ
2s

*
Ω∫|un|

2s

*

dx）

=lim
n→∞

（ 12 ||un-u||
2

E+
1
2 ||u||

2

E+
1
4 Ω∫φ

t

un un
2dx-

Ω∫F（x，un）dx-
λ
2s

*
Ω∫|un-u|

2s

*

dx-

λ
2s

*
Ω∫|u|

2s

*

dx）
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=A2 -A
2s

* +
Ω∫（ 12 uf-F）dx+

λ
1
2 - 1

2s

*( )
Ω∫|u|

2s

*

dx- 1
4 Ω∫φ

t

uu2dx

≥A
2 -A

2s

* +
λ
2 -λ

2s

* -( )ε |u|
2s

*

2s

*-c（ε）|Ω|-

C19|u|
4

2s

*

现在，我们定义 ε1＞0且

min
λ＞0

λ
2 -λ

2s

* -( )ε |u|
2s

*

2s

*-c（ε）|Ω|-C19|u|
4

2s

*( )=-ε1。

则对任意的 M＞0， 存在 λ*使得对任意的 λ∈（0，λ*）
有

d≥ s
3 Ss

3
2s S

2s-3
2s -ε1＞M

现在介绍 Krasnoselski 亏格。 设 E 是一个 Ba-
nach空间。 A 为 E 的一个闭子集，如果 x∈A，有-
x∈A，则称 A是对称的。 用∑表示 E的所有对称闭
集族。 A的亏格是指使得 φ∈C（A，Rn \{0}）是奇映射
的最小正整数。如果 n 不存在，则 γ（A）＝∞。 通常，γ
（φ）＝0。

命题 3.1 设 A，B∈∑，则
1） 如果存在一个从 A 到 B 的连续奇映射，则

γ（A）≤γ（B）。
2） 如果存在一个从 A 到 B 的同胚奇映射，则

γ（A）=γ（B）。
3） 如果 γ（B）＜∞，则 γ（A\B）≥γ（A）-γ（B）。
4） 利用 Borsuk-Ulam定理，n 维球面 Sn有一个

n+1的亏格。
5） 如果 A 是紧的，则 γ（A）＜∞ 且存在 δ＞0 和

一个 A 的闭的对称邻域 Nδ （A）={x∈E：||x-A||≤δ}，
使得 γ（Nδ（A））=γ（A）。

接下来给出 Kajikiya[20]的对称山路定理。
引理 3.2 设 E 是一个无限维的 Banach 空间且

泛函 I∈C1（E，R）满足下列条件：
（A1）I（u）是偶的、下有界的，I（0）=0 且 I（u）满

足局部 PS 条件，即对于某些 d*＞0，如果 E 中的任意
序列{un}满足 I（un）→d＜d*且在 E*上有 I′（un）→0，则
{un}有一个收敛子列。

（A2）对任意的 n∈N，存在 An∈Γn 使得 sup
u∈An

I（u）＜0。

那么下列的 1）或者 2）成立。
1） 存在一个序列{un}使得 I′（un）＝0，I（un）＝0，且

{un}收敛到 0。
2） 存在两个序列{un}和{vn}使得 I′（un）＝0，I（vn）

＜0， lin
n→∞

I（vn）=0且{vn}收敛到一个非零的数。

由于 I（u）不是下有界的，在下面的讨论中利用

截断技巧。 在式（19）中取 ε=λ
2s

* ，得到

I（u）= 1
2 ||u||

2

E+
1
4 Ω∫φ

t

uu2dx-
Ω∫F（x，u）dx-

λ
2s

*
Ω∫|u|

2s

*

dx

≥ 1
2 ||u||

2

E- Ω∫F（x，u）dx-λ
2s

*
Ω∫|u|

2s

*

dx

≥ 1
2 ||u||

2

E-c
λ
2s

*( )|Ω|- 2λ
2s

*
Ω∫|u|

2s

*

dx

≥ 1
2 ||u||

2

E-c
λ
2s

*( )|Ω|- 2λ
2s

* Ss

-
2s

*

2 （［u］
2

s ）
2s

*

2

≥ 1
2 ||u||

2

E-c
λ
2s

*( )|Ω|- 2λ
2s

* Ss

-
2s

*

2 ||u||
2s

*

E

=B1||u||
2

E-B2||u||
2s

*

E -B3

式中：B1=
1
2 ，B2=

2λ
2s

* Ss

-
2s

*

2 ，B3=
λ
2s

*( )|Ω|。

考虑函数

g（t）=B1t2-B2t
2s

*

-B3

容易验证 g 在 t1= Ss

2s

*

2

2λ
( )

1
2s

*
-2

取得最大值，取

λ*

′
=

5
3 （Ss）

3
2s 2

2s-3
2s

C|Ω|

■
|
|
|
|
|
||
■

■
|
|
|
|
|
||
■

2s
3-2s

，那么对任意的 λ∈（0，λ*

′
）有

M1＝g（t1）=
s
3 （Ss）

3
2s （2λ）

2s-3
2s -c

λ
2s

*( )|Ω|＞0 （28）

因此，可以发现对任意的 M0∈（0，M1），t0＜t1有
g（t0）＝M0 。 然后引入辅助函数

χ（t）=

1， 0≤t≤t0，
B1t2-B3-M1

B2 t2
， t≥t1，

C∞，χ（t）∈[0，1]， t0≤t≤t1

■
|
|
|
|
||
■
|
|
|
|
||
■

■
|
|
|
|
||
■
|
|
|
|
||
■。
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容易验证 χ（ t）∈ [0，1]且 χ（ t）∈C∞。 设 β（u）=
χ（||u||），考虑截断泛函 J：E→R，

J（u）= 1
2 ||u||

2

E+
1
4 Ω∫φ

t

uu2dx-β（u）
Ω∫Fdx-

λβ（u）
2s

*
Ω∫|u|

2s

*

dx （29）

因此

J（u）≥B1||u||
2

E-B2β（u） ||u||
2s

*

E-c
λ
2s

*( )|Ω|=g（||u||E）
式中：g（t）=B1t2-B2 χ（t）t

2s

*

-B3且

g（t）＝
g（t）， 0≤t≤t0
M1， t≥t1
{ }

利用上述论断，有以下结论。
引理 3.3 设 J（u）的定义为式（29），则
1） J∈C1（E，R），J 是偶的且下有界。
2） 如果 J（u）＜M0，则 g（||un||E）＜M0，因此，||un||E＜

t0，且 I（u）＝J（u）。
3） 存在 λ*使得对任意的 λ∈（0，λ*）， 对于 d＜

M0∈ 0，min M1，
s
3 S

3
2s λ

2s-3
2s -ε1{ }( )，J 满足局部 PS

条件。
证明 容易验证 1）和 2）。 由于 2）和引理 3.1

知 3）。

引理 3.4 假设（ f�1）成立，则对任意的 k∈N，存
在 δ（k）＞0 使得 γ（｛u∈X∶J（u）≤δ（k）｝\｛0｝）≥k。

证明 由（ f� 1）知 F （x，εu）≥G （ε） （εu）且当
ε→0 时，有 G（ε）→∞。 给定 k∈N 且设 Ek是 E的
一个 k维子空间。 因为 Ek中的所有范数等价，定义

αk= inf
|| u ||E=1 Ω∫| u |

2s

*

dx， βk= inf
|| u ||E=1 Ω∫| u |

2
dx，

则对任意的 u∈Ek，ε∈（0，t0），

I（εu）＝J（εu）≤ ε2

2 -
λε

2s

*

2s

* αk-G（ε）ε2βk+Cε4

≤ε2 1
2 -

λε
2s

*
-2

2s

* αk-G（ε） βk+Cε

■
|
|
|
|
|
||
■

■
|
|
|
|
|
||
■

2

=-δ（k）
由于 G（ε）→∞（ε→0），当给定的 ε 足够小时，有
-δ（k）＜0。 因此

{u∈Ek: ||u||E=ε}⊂{u∈E :J（u）≤-δ（k）}\{0}

定理 1.2的证明 考虑
∑k:={A∈X\{0}:A 是闭的且 A=-A，γ（A）≥k}

且定义
ck= inf

A∈∑k

sup
x∈A

G（u）

利用引理 3.3 可得-∞＜ck＜0。 因此，满足引理 3.2
的条件 （A1）和 （A2），继而 ，存在一个解序列收敛
到 0。 从而，定理 1.2 由引理 3.3 得到。
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