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摘要：针对城市轨道交通日益严重的环境振动问题，以橡胶浮置板这一城市轨道交通中常用隔振措施为研究对象，从弹性波的

角度研究并提升其低频调控的性能。 采用平面波级数模拟钢轨的周期性边界条件，用能量法计算了满铺式、条铺式和点铺

式橡胶浮置板轨道结构的能量泛函，扫描波数变分得到橡胶浮置板的带隙特性，采用有限元法验证了提出方法的准确性。

结果表明：满铺式第一阶带隙截止频率最大；条铺式与点铺式具有更低的截止频率和更宽的通带带宽，且第一阶带隙截止

频率随着橡胶垫刚度的增大而提高；浮置板动力吸振器对弹性波的精准调控，为橡胶浮置板轨道低频振动控制的应用提供

新的思路和方法。
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Abstract：In view of the increasingly serious environmental vibration problem of urban rail transit, this paper
takes the rubber floating slab, a commonly used vibration isolation measure in urban rail transit, as the research
object, and studies and improves its low-frequency control performance from the perspective of elastic waves.
The periodic boundary conditions of the rails are modelled using plane wave series, and the energy generalisation
of full-paved, strip-paved, and point-paved rubber floating plate track structures is calculated using the energy
method，the band gap characteristics of the rubber floating plate are finally obtained by scanning the wave num-
ber variations. The periodic boundary conditions and positive symmetrical boundary form constraint matrices, and
the linear expression method is adopted to process the boundary conditions to obtain the unknown coefficients
that can be varied. By scanning the variation, the bandgap characteristics of the rubber floating slab are ob-
tained. The accuracy of the proposed method is verified using the finite element method. The results show that
the cut-off frequency of the first order band gap of the full-paved type is the largest, and the strip-paved type
and the dot-paved type have lower cut-off frequency and wider passband bandwidth. The cut-off frequency of
the first order band gap increases with the increase of the stiffness of the rubber pad. The dynamic vibration ab-
sorber for floating slab accurately controls the elastic wave, providing new ideas and methods for the application
of low-frequency vibration control of rubber floating slab tracks.
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随着城市轨道交通的路线逐渐增多，沿线的环
境振动问题日益突出，直接影响轨道结构的健康状
况和使用寿命以及列车运行的安全性及舒适性，必
要时需要采取隔振措施。

轨道结构通常可以看作一个沿线路延伸方向
排列的周期结构， 固体物理学研究表明周期结构
具有特殊的波动特性， 处在特定频率范围内的弹
性波无法在结构中传播，称之为带隙特性 [1-2]。带隙
特性仅需建立一个单元便能分析出无限尺度下的
传播特性， 这对于轨道结构和轨道减振措施的快
速预测是极其有利的。 因此大量学者逐渐从波动
的角度研究轨道结构的振动特性。 Grassie 等 [3]建
立离散点支撑轨道结构模型， 利用轨道结构周期
特征， 结合传递矩阵法推导了周期性轨道结构振
动响应的解析方法 ， 并结合试验验证了该模型
50~1 500 Hz 频率范围内的正确性。Metrikine 等根
据轨道结构的周期特征，建立三维周期性轨道结构
模型，计算移动荷载作用下轨道结构动力响应 [4-5]。
代丰等 [6]采用波导有限元方法分析了 CRTS Ⅱ型
轨道结构中波导特性， 对比分析了 Timoshenko 梁
模型和波导有限元模型的差异。易强 [7]基于传递矩
阵法建立周期性轨道结构弹性波传播模型， 计算
得到轨道结构中不同类型弹性波带隙范围， 并分
析了轨道结构参数对弹性波带隙的影响规律。 洪
显等 [8]将滞变阻尼效应引入钢轨、扣件和道床中，
研究了周期性有砟轨道的频散特性随阻尼的变化
情况。 综上可知，带隙特性也逐渐成为轨道结构减
振的重要指标。

为降低轨道结构对沿线的环境振动问题，橡胶
浮置板轨道由于其优异的减振性能被广泛运用于
轨道交通领域。 研究橡胶浮置板的减振性能与隔振
机理，有利于更好的使用橡胶浮置板，对城市轨道
交通的环境振动控制具有重要意义。 橡胶浮置板轨
道通过降低轨道刚度隔离耗散轮轨冲击振动，从而
实现环境振动的控制[9]。冯青松等[10]以橡胶减振垫浮
置板轨道作为减振轨道，研究了轨道过渡段对时域

轮轨系统的动力响应，并分析了橡胶减振垫刚度对
动力响应的影响。 王启好等[9]从隔振垫橡胶的超弹
性本构出发， 对橡胶浮置板轨道进行仿真分析，得
到的频域振级接近实测的数据。 韦凯等[11-12]针对减
振垫浮置板轨道，从振动分析的角度研究并提出了
减振评价指标，有助于指导我国浮置板轨道减振垫
设计规范的制定。 综上所述，对于橡胶浮置板轨道
结构时域频域的振动问题具有大量的研究，但对于
橡胶浮置板轨道结构的传递机理缺乏深入的研究，
尤其是从波动的角度。 因此开展橡胶浮置板轨道的
研究具有重要的工程意义。

本文以城市轨道交通中 3 种不同铺设方式
的橡胶浮置板轨道结构为研究对象，采用平面波
级数和能量法 [13]建立了其能带计算模型，并通过
有限元方法对该模型进行了准确性验证。

1 橡胶浮置板轨道结构的能带计算

1.1 橡胶浮置板能带计算模型
橡胶浮置板轨道按橡胶支撑方式可以分为点

铺式、条铺式和满铺式。 橡胶浮置板轨道系统为层
状结构，从上至下主要由钢轨、扣件、浮置板、橡胶
层等组成，其中橡胶层提供弹性与阻尼。

能量法能够将边值问题转化为极值问题，能够
很好的处理耦合关系。 因此本文采用能量作为基本
解法求解橡胶浮置板的能带特性。 图 1 表示的是一
个胞元的橡胶浮置板轨道的计算模型。 在钢轨和轨
道板上建立独立坐标系，其中 xrOryr为钢轨坐标系，

Key words： rubber floating slab track structure; periodic structure; bandgap characteristics; elastic waves; vi-
bration control
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图 1 一个橡胶浮置板轨道胞元计算图
Fig.1 Computational diagram of a rubber floating plate
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xsOsys为浮置板坐标系，lr和 ls为钢轨和浮置板的长
度，ds 为浮置板的宽度，lf 为扣件间距，yf 表示扣件
在轨道板上的 y坐标。
1.2 橡胶浮置板的能量泛函

1） 位移形函数。本文主要考虑橡胶浮置板的
低频振动 ，因此不考虑钢轨剪切效应 ，拟将钢轨
考虑为 Euler 梁，浮置板采用薄板理论建模。 钢轨
的垂向振动位移 wr 根据 Bloch 定理及平面波级
数展开

wr（xr，t）=e
ikxr

p

n=-p
Σα1，n（t）e

-i（
2πnxr
lr

）

=α
T

1 ξ=ξ
T
α1 （1）

式中：i 为虚数单位；k 为波数；p 为展开项数；α1＝

浮置板的 ws可以由形函数和与时间相关的未
知系数表示

ws（xs，ys，t）=
MN

m=1
Σα2，m（t）γm（xs，ys）=α

T

2γ=γ
T
α2

γ=ψ（xs）⊗φ（ys

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■）

（2）

式中：α2={α2，1，α2，2，α2，3，...}T；N 和 M 为用于模拟钢轨
和浮置板的 x 方向和 y 方向形函数个数，即截断系
数；⊗为 Kronecker 积；ψ（x）为用于模拟 x 方向形
函数，ψ（x）={ ψ1（x），ψ2（x），...，ψN（x）}T；φ（y）为用于
模拟 y 方向形函数，φ（y）={ φ1（y），φ2（y），...，φM（y）}T。
本文采用改进傅里叶级数为

式中：x和 y为归一化的坐标，0≤x≤1，0≤y≤1。
2） 钢轨和浮置板的能量泛函。 根据 Euler梁理

论和 Kirchhoff 板理论，钢轨与浮置板的动能、应变
能可以分别表示为

Erail=
1
2

lr

0∫ρrArw� r
2dxr=

1
2 α� HMrailα� （4）

Urail=
1
2

lr

0∫Er Ir
∂ 2wr

∂xr2( )
2

dxr=
1
2 αHKrailα （5）

Eslab=
1
2
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0∫
ds

0∫ρshsw� s
2dxsdys=

1
2 α� HMslabα� （6）
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1
2
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2

+ ∂2ws
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2 α

HKslabα （7）

式中：α=[α1，α2]T， 上标 H 表示 Hermite 转置；Erail 和
Urail分别表示钢轨的动能和应变能；Eslab和 Uslab分别
表示浮置板的动能和应变能；ρr，Ar，Er 和 Ir 分别表
示钢轨的密度、横截面面积、弹性模量和截面惯性
矩；ρs，hs，Ds和 μs分别表示浮置板的密度、厚度、抗弯
刚度、泊松比，其中 Ds=Eshs/（12（1-μs）2），Es 为浮置
板的弹性模量；Mrail、Krail 和 Mslab、Kslab 分别为钢轨与
浮置板的质量矩阵和刚度矩阵。

3） 扣件能量泛函。 钢轨和浮置板之间扣件相
连，扣件采用弹簧模拟，其弹性势能可以表示为

Ufastener=
1
2

A

a = 1
Σkfaster[wr（xr，a）-ws（xs，a，ys，a）]2=

1
2 αHKfastenerα（8）

式中：xr，a，xs，a和 ys，a分别表示第 a 个扣件在钢轨的 x
方向坐标，浮置板的 x和 y方向坐标；A 表示一块轨
道板上扣件的个数；kfastener表示扣件刚度；Kfastener是扣
件的刚度矩阵。

4） 橡胶垫层的能量泛函。满铺式橡胶浮置板可
以认为在浮置板底部有一层均布弹簧，橡胶垫层的
能量可以表示为

Ufull =
1
2

ls

0∫
ds

0∫krubber ws
2dxsdys=

1
2 αHKfullα （9）

式中：krubber为橡胶垫层的刚度；Kfull为满铺式橡胶的
刚度矩阵。 条铺式橡胶浮置板可以采用线弹簧进行
模拟，其能量泛函为

Uline =
1
2

ls

0∫krubber ws（xs，b，ys，b）2dys=
1
2 αHKlineα （10）

式中：xs，b 为条铺式橡胶在浮置板上的 x 坐标；Kline

为条铺式橡胶的刚度矩阵。 点铺式橡胶浮置板考虑
为点支撑弹簧，其能量泛函为

Udot =
1
2

C

c = 1
Σkrubber ws（xs，c，ys，c）2= 1

2 αHKdotα （11）

式中：xs，c 和 ys，c 分别表示点铺式橡胶在轨道板上 x
坐标和 y 坐标；C 表示铺设橡胶层的个数；Kdot 表示
点铺式橡胶的刚度矩阵。

5） 总能量泛函。将各部分的能量泛函组合起来，
便形成了总能量泛函，图 2所示模型的能量泛函为
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ψn（x）=sinnπx，n＜5
ψn（x）=cos（n-5）πx，n≥
{ }5
φm（y）＝sinmπy，m＜5
φm（y）＝cos（m-5）πy，m≥
{ }5

■
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■
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（3）

ξ= e
-ikxr+i

2πxr （-p）
lr{ }

e
ikxr+i

2πxr （-p+1）
lr ，…，e

ikxr+i
2πxrp

lr{ }
T

。

α1，-p ，α1，-p+1 ，α1，-p+2 ，…，α1，p{ }T ；
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图 3 橡胶浮置板轨道结构带隙特性对比图（有限元解与理论解）
Fig.3 Comparison of band gap characteristics of rubber
floating slab track structure（FEM solution and theoretical

solution）

200

100

0

Fr
eq
ue
nc
y/
H
z

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0
Q

LEM
FEM

Component Item Value

Rail

Young′s modulus/Gpa 206

Moment of inertia/m4 3.217×10-5

Density/（kg/m3） 7 800

Section area/m2 7.745×10-3

Shear coefficient 0.4

Poisson′s ratio 0.3

Fastener
Vertical stiffness/（N/m） 2.5×107

Spacing/m 0.6

Slab

Length×Width×Height/m3 4.75×2.3×0.26

Young′s modulus/Gpa 36

Density/（kg/m3） 2 500

Shear coefficient 5/6

Poisson′s ratio 0.25

Rubber pad Stiffness/（N/m3） 2×107

表 1 橡胶浮置板轨道结构参数表
Tab.1 Parameters of rubber floating slab track structure

图 2 橡胶浮置板轨道结构有限元模型图
Fig.2 Diagram of finite element model of rubber floating

slab track structure

Π=Erail-Eslab-Urail-Uslab-Ufastener-Ufull=
1
2 α

� HMα�- 1
2 α

HKα

（12）
式中：M=Mrail+Mslab，K=Krail+Kslab+Kfastener+Kfull。
1.3 运动特征方程

对总能量泛函 Π变分求解，即将式（12）带入拉
格朗日方程

d
dt

∂Π
∂α�
( )- ∂Π∂α =0 （13）

便可得到橡胶浮置板轨道的运动方程为
[K（k）-ω2Μ（k）]α＝0 （14）

式中：ω 为振动圆频率。 在布里渊区 [-π/lr，π/lr]扫
描波数， 便可得到周期性橡胶板轨道结构的带隙
特性。

2 橡胶浮置板轨道模型验证

为验证理论计算结果的准确性，本小节将以橡
胶浮置板轨道结构为对象，参数如表 1所示[14-15]。 选
用有限元软件（COMSOL Multiphysics）建立周期性
橡胶浮置板轨道结构模型，如图 2所示。

钢轨、浮置板，扣件与橡胶垫层参数取值均参
照表 1。利用有限元软件为钢轨边界赋予 Floquet 周
期性边界条件，浮置板内侧赋予对称边界条件。 计
算时，在 COMSOL 中选择物理场控制网格，单元划
分大小选择常规，网格数为 89 602。 求得带隙特性
与本文理论计算结果对比如图 3 所示，其中蓝色散
点图即为有限元计算结果。

根据上述参数，基于能量泛函变分和平面波级
数的混合方法求得 200 Hz 内橡胶浮置板轨道结构
垂向振动的带隙特性如图 3中红色实线所示。 为方
便后续的分析， 图 3 中引入了无量纲参数 Q=k/（π/
lr）, 因波数 k 的取值范围在第一布里渊区（-π/l，π/
l），故 Q 的取值范围为（-1，1）。 为减少后续分析的
工作量， 本文将忽略带宽不足 5 Hz 及相对带宽小
于 5%的带隙。

通过图 3 对比可以看到，两种方法所求的频散
曲线基本吻合，二者均存在 4 阶带隙，二者带隙频
段对照结果如表 2 所示。 由表可知，二者对应带隙
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Band gap LEM/Hz FEM/Hz

1st order 0～26.8 0～27.5

2nd order 27.7～29.8 28.9～30.6

3rd order 38.2～55.5 39.2～57.0

4th order 60.7～136.9 62.4～135.8

表 2 橡胶浮置板轨道带隙频段对比表
Tab.2 Comparison of band gap frequency of rubber

floating slab track

孙 彰，等：基于能量法的橡胶浮置板轨道结构弹性波分析

图 4 满铺式、条铺式与点铺式橡胶浮置板轨道结构带隙特性对比图
Fig.4 Comparison of band gap characteristics of paved rubber floating slab track structure in full paved，strip paved and point paved
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频段基本一致，误差皆在 5%以内，这也验证了本文
方法求解带隙特性的准确性。

3 橡胶浮置板轨道结构参数对带隙特性的
影响分析

3.1 不同支撑形式的影响
本小节将分析 3 种布设方式对结构内部弹性

波传播的影响。 条铺式中弹性垫层布设于钢轨对应
的浮置板下方，点铺式布设位置与之相同，布设间
距为 1.2 m，其余均与前文满铺式结构参数相同。 分
别求得频散曲线如图 4 所示，由图 4 可以看到，3 种
布设方式下， 条铺式的第一阶带隙截止频率最低，

满铺式第一阶截止频率最大。 除此之外，100~200 Hz
内的曲线几乎无变化，且布设方式并未改变总带隙
阶数。 在橡胶垫层的刚度相同时，相较于满铺式而
言， 条铺式与点铺式布设工况下的通带带宽更大，
这说明能够在轨道结构内传播的弹性波更多，二者
抑制低频波向下传播的能力更强。
3.2 橡胶垫层刚度变化的影响

为探究刚度对橡胶浮置板轨道带隙特性的影
响，在其他参数保持不变的情况下，将橡胶垫层刚
度由 1×107 N/m增至 5×107 N/m，得到带隙特性变化
如图 5 所示。 由图 5 可得，橡胶垫层刚度的增大对
第一阶带隙的影响最为明显，其增幅增长了约 1.23
倍。 这是由于随着刚度的增加，浮置板与下方地基
的耦合作用增强，从而使得更多的波无法在钢轨内
传播，向下方浮置板传播。 此外，值得注意的是，橡
胶垫层刚度增加对第四阶带隙截止频率的影响微
乎其微。 可见，橡胶垫层刚度对 50 Hz以下的带隙影
响更大，那么对于低频隔振，可以采用适当改变橡胶
垫层刚度的方式来调节结构间的耦合强度、 设计浮
置板轨道的隔振频率，以达到更好的隔振效果。
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4 动力吸振器对橡胶浮置板轨道结构弹性
波调控分析

动力吸振器（dynamic vibration absorber，DVA）
由弹簧、阻尼与质量块组成，能够在不改变浮置板
质量与橡胶垫层刚度的情况下抑制轨道结构的振
动。 由于本文主要针对低频振动分析，为更进一步
降低橡胶浮置板轨道结构的隔振频率，本文将其作
为减振设计对象，从波动的角度分析浮置板动力吸
振器对低频弹性波传播的影响机理。 将 DVA 工作
频率设计为第一阶带隙的截止频率，将之置于浮置
板之上，如图 6所示，每隔 1.2 m布设 1 个动力吸振
器，详细参数参考文献[16]。

满铺式、条铺式及点铺式橡胶浮置板轨道结构
铺设 DVA 后的带隙特性如图 7 所示， 其中实线为
初始带隙特性曲线，虚线表示附有 DVA 后的曲线。
首先，观察图 7（a）满铺式，可以看到第一阶带隙截
止频率由 26.8 Hz升至 27.7 Hz，第二阶带隙由 27.7 Hz~

29.8 Hz变为 32.7~36.1 Hz。满铺式与另二者有所不
同，其第一条带隙曲线变化最为明显，其变化表明
在添加 DVA 后， 可在轨道结构内部传播的频段得
到了拓宽，意味着向下传播的弹性波减少，轨道结
构的隔振能力增强。 其次值得注意的是，在添加吸
振器后条铺式与点铺式的变化相似， 二者的第一、
二阶带隙截止频率均有所降低。这表明浮置板 DVA
的添加使橡胶浮置板轨道结构具有更低隔振频率，
在低频处的隔振性能增强。 这是由于 DVA 与浮置
板结构产生共振，将其共振频率附近的弹性波吸收

图 5 橡胶垫层刚度变化对橡胶浮置板轨道结构带隙特性影响图
Fig.5 Comparison of band gap characteristics of paved rubber floating slab track structure in full paved, strip paved or

point paved

图 6 附有动力吸振器的橡胶浮置板轨道结构图
Fig.6 Diagram of rubber floating slab track structure
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图 7 附有 DVA 的橡胶浮置板轨道带隙特性图
Fig.7 Diagram band gap characteristics of rubber floating slab track structure with DVA
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并耗散，使其无法通过橡胶层向下传播，增强了轨
道结构的低频减振能力。

5 结论

1） 在轨道结构内部其它参数不变的情况下，相
较于条铺式、点铺式，满铺式的第一阶带隙截止频率
较高，条铺式与点铺式具有更低的截止频率和更宽的
通带带宽。

2） 相较于普通橡胶浮置板轨道而言，附有动力
吸振器的橡胶浮置板轨道结构具有更低频的隔振
能力，且吸振器对满铺式轨道结构隔振能力影响最
为明显。 利用该特性可实现对特定频段弹性波的有
效调控，增强耗散作用，从而达到降低轨道运行过
程中产生振动与噪声的目的。
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