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周期性无砟轨道-桥梁耦合结构弹性波
传播效应分析

陈广巧
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摘要：为探究周期性桥上无砟轨道结构中的弹性波传播规律，将无砟轨道-桥梁耦合结构考虑为包括钢轨、轨道板、底座板、桥

梁在内的4层Timoshenko梁耦合模型，利用平面波级数展开法-能量法求解其频散特性。通过与有限元仿真结果对比验证了

文章方法的准确性，而后基于该方法探究了结构刚度变化对弹性波传播的影响、阐明了频散特性中禁带的形成机理。结果表

明：0~50 Hz内，该结构共存在两条禁带，且在纵向刚度较大时，其起始频率与截止频率主要受各连接层的纵向刚度影响，第1，

2阶截止频率分别随滑动层刚度、扣件层刚度的增加而增大。研究为桥上无砟轨道结构的减振工作提供了一定的理论参考。
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Abstract: In order to explore the elastic wave propagation pattern in the ballastless track structure on the period-

ic bridge, the ballastless track-bridge coupling structure is considered as a four- layers Timoshenko beam cou-

pling model including rail, slab, bed plate and bridge. The plane wave expansion method-energy method was

used to solve its dispersion characteristics. The accuracy of the proposed method was verified by comparing with

the results of the finite element method. Then, based on this method, the influence of structural stiffness change

on elastic wave propagation was explored, and the formation mechanism of band gap in the dispersion character-

istics was clarified. The results show that there are two band gaps in the ballastless track-bridge coupling struc-

ture within 0~50 Hz, and when the longitudinal stiffness is large, the initial frequency and cut-off frequency are

mainly affected by the longitudinal stiffness of each connecting layer. The first and second cut-off frequencies in-

crease with the increase of the stiffness of the glide lamella and the stiffness of the fastener, respectively. This

study provides a theoretical reference for the vibration reduction of the ballastless track structure on the bridge.
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桥上铁路作为重要的基础设施之一，在铁路运

输中扮演着连接互通的关键角色。然而，随着高架

铁路桥的增设和运营、交通负荷的增加和桥梁结构

的复杂化，轨道、桥梁振动问题的复杂性和多样性

也在不断增加。振动以弹性波的形式在轨道结构

内部传播，其产生的本质原因即是弹性波的传播以

及弹性波与周围介质的耦合作用[1]。铁路桥中弹性

波主要沿两个方向传播：较低频的振动沿钢轨、扣

件等向下传播至轨下结构、桥梁等，影响线路周边

的生产与生活；较高频则会沿钢轨纵向传播，导致

波磨等危害[2]。目前，降低轨道、桥梁结构的振动水

平，保障结构安全和使用舒适性、推动交通基础设

施的可持续发展已经成为铁路运维领域的热点。

因此，对轨道-桥梁耦合结构的振动传播机理展开

研究十分有必要。

无砟轨道、桥梁均可视为沿线路纵向无限延伸

的周期性结构，其频散特性所具有的滤波特性使得

弹性波在特定频段内迅速衰减而无法传播，形成禁

带（带隙）。与之相反，在其余频段内弹性波可以自

由传播不受影响，称之为通带[3]。目前已有许多学者

基于这一特性，对周期性铁路结构展开了研究[4-6]。

Sheng等[7]将有砟铁路轨道简化为周期性支撑的欧

拉梁模型，对其频散特性及共振特性进行了分析。

研究表明，周期性轨道结构的通带和禁带的边界频

率处的传播系数为 0或π，表明在这些频率下，钢轨

受到垂向简谐荷载作用将发生共振或反共振。易

强等[8]以有砟轨道结构为研究对象，证明了周期性

轨道结构具有明显的带隙特征，在带隙范围内弹性

波在轨道结构中无法自由传播，且外界激励也无法

向系统输入能量；通带范围内可进行能量的输入与

传播。张鑫浩等[9]则基于无限周期结构的弹性波理

论，建立了浮置板轨道结构模型，通过对其频散特

性进行求解与分析发现带隙特征主要受结构刚度

影响。那么在对弹性波进行调控时，可通过改变结

构刚度来调节禁带与通带范围来达到对弹性波的

调控。相似地，冯青松等[10-11]利用平面波级数法，获

得了周期性离散支承钢轨的垂向振动带隙，并分析

了结构阻尼参数、温度力等对带隙特性的影响，为

轨道结构振动的控制提供了理论基础。

频散分析从波传播的角度出发，仅需建立单个

元胞模型，建模工作量小、计算效率高，为研究高速

铁路减振提供了一种新思路。本文将桥上无砟轨道

结构简化为4层Timoshenko梁耦合模型，采用平面

波级数展开法（PWE）构建满足Bloch周期边界条件

的结构位移场，能量法（EM）求解无砟轨道-桥梁耦

合结构的频散特性，通过能量法可将微分方程求解

问题转化为泛函极值求解问题，能够降低耦合问题

的求解难度。通过有限元仿真结果验证理论结果的

正确性，并根据参数分析揭示了结构的刚度等对弹

性波传播规律的影响，深入探究带隙的形成机理。

1 无砟轨道-桥梁耦合结构频散特性计算

1.1 4层无砟轨道-桥梁耦合结构频散特性计算模型

无砟轨道-桥梁结构由钢轨、扣件、轨道板、CA

砂浆层、底座板、滑动层、桥梁等组成，如图1所示。

将其简化为4层Timoshenko梁与弹簧的耦合模型，

图1 无砟轨道-桥梁耦合结构模型图
Fig. 1 Model diagram of ballastless track-bridge coupling structure
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又因无砟轨道结构与桥梁均可视为沿纵向无限延

伸的正对称结构，那么模型建立中可考虑轨道-桥

梁结构的 1/2，这样既能够保证建模的准确性又能

极大简化模型。图 1 中虚线所框部分即是无砟轨

道-桥梁耦合结构计算模型的一个元胞，具体元胞

模型如图2所示，其中 l为32.25 m。

图2 无砟轨道-桥梁耦合结构元胞图
Fig. 2 Cell diagram of ballastless track-bridge coupling structure

图 2中将钢轨、轨道板、底座板、桥梁均考虑为

Timoshenko梁，桥梁底部左、右两端分别为固定支

座、滑动支座。扣件、CA层、滑动层简化为同时考

虑纵向与垂向刚度的均布弹簧。

1.2 无砟轨道-桥梁耦合结构的能量泛函

铁路、桥梁模型为复杂的耦合结构，求解较复

杂，因此选用能量法求解其频散特性。上文已将各

层部件均考虑为Timoshenko梁结构，在分析其结构

振动时需要各层部件的纵向位移、垂向位移及截面

转角位移，根据Bloch定理及平面波级数展开，其位

移场可以表示为
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式中：u j , ν j , θ j 分别为各层部件的纵向、垂向及转

角位移（j=1, 2, 3, 4，分别为钢轨、轨道板、底座板、

梁），展开项均为2q+1项；i为虚数单位；kx 为沿 x方

向波数；αn , βn , γn 均为未知系数；α1 , α2 , α3 均为未

知系数列向量，其表达式为
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ξ ( )x 为试函数行向量，表达式为
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1.2.1 各层结构的动能与弹性势能

根据 Timoshenko 梁理论，钢轨、轨道板、底座

板、桥梁因垂向振动、纵向振动产生的总势能、总动

能可以分别表示为
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式中：Uall , Vall 与 Kall , Mall 分别为各层结构的总弹

性势能、总动能及其对应刚度矩阵与质量矩阵；ω

为振动圆频率；Ej , Ij , kj , Gj , Aj , ρ j 分别为各层

结构的弹性模量、截面惯性矩、剪切系数、剪切模

量、横截面积、密度；Gj = Ej 2( )1 + μ j ，μ j 为第 j 层

的泊松比；αΤ = { }αΤ
1 ,αΤ

2 ,α
Τ
3 。

1.2.2 层间连接弹簧的弹性势能

钢轨与轨道板间由扣件连接，将扣件简化为均

布支撑弹簧，那么根据扣件处钢轨与轨道板的位移

差，便可得到扣件产生的弹性势能。与扣件层相

似，轨道板与底座板间的砂浆层、底座板与梁体之

间的滑动层为均布支撑，二者皆可简化为均布弹

簧。那么，3层均布弹簧层因振动产生的弹性势能

可以表示为

Uallc = 1
2
é
ë

ù
ûku( )j, j + 1 ( )uj - uj + 1
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+ kv( )j, j + 1 ( )vj - vj + 1

2

= 1
2
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（6）
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式中：ku( )j, j + 1 , kv( )j, j + 1 分别为第 j层与第 j+1层间均布

弹簧的纵向刚度与垂向刚度；ku( )1,2 , ku( )2,3 , ku( )3,4 分别

为扣件层、CA 层、滑动层的纵向刚度；kv( )1,2 , kv( )2,3 ,

kv( )3,4 分别为扣件层、CA层、滑动层的垂向刚度；Uallc

与 Kallc 分别为各层间连接弹簧的总弹性势能及其

对应刚度矩阵。

1.2.3 梁底支撑势能

本文中梁底部左端为固定支座、右端为滑动支

座，则其支撑边界产生的弹性势能为

Ub = 1
2 ( )kbuu4( )0

2
+ kbvv4( )0

2
+ kbuu4( )l

2

= 1
2
αT Kbα

（7）

式中：kbu , kbv 分别为模拟梁底部边界条件弹簧的纵

向刚度与垂向刚度；Ub 与 Kb 分别为梁底支撑弹性

势能及其对应刚度矩阵。

1.2.4 系统总能量泛函

将各部分的能量泛函组合起来，便可得到图 1

所示模型的总能量泛函为

Π = Vall -Uall -Uallc -Ub （8）

1.3 运动特征方程

对总能量泛函Π变分求解，上述轨道-桥梁耦合

结构的振动问题便转化为特征值求解问题，运动特

征方程如下

[ ]K -ω2 M α = 0 （9）

式中：K = Kall + Kallc + Kb；M = Mall 。此时，通过扫描

第一不约布里渊区 [ ]-π/l,π/l 波数 kx ，便可得到周期

性无砟轨道-桥梁耦合结构的频散特性。

2 频散特性验证

以周期性无砟轨道-桥梁结构为研究对象，根

据表 1中参数建立如图 2所示的 4层耦合结构的元

胞模型，利用平面波展开法-能量法对其频散特性

进行求解[12-13]。为保证计算结果的准确性，选用有

限元软件（COMSOL Multiphysics）求解结果作为仿

真验证。首先，建立一个有限长的无砟轨道-桥梁

耦合模型元胞，赋予钢轨两端 Floquet 周期边界条

件，轨道板、底座板两端为自由边界。桥梁底部两

端分别设为固定支座约束、滑动支座约束；其次，根

据周期边界条件输入波数，便可求得频散特性，将

文章方法与有限元结果对比如图3所示。

为便于后文的分析，在此处引入无量纲参数 g

( )g = kxl/π ，kx ∈ [ ]-π/l,π/l ，因此 g的取值范围为[-1,

1]。观察图3可知，在0~50 Hz内本文方法求得的频

散特性曲线与有限元解的曲线趋势、频率范围都高度

一致。图3中已用阴影将两阶禁带标明：0~9.06 Hz，

11.39~42.90 Hz。两种方法求解频段范围如表 2所

示，二者对应频率的最大误差值不超过5%，这也证

明了本文方法求解无砟轨道-桥梁耦合结构频散特

性的准确性。

表1 无砟轨道-桥梁耦合结构主要参数表
Tab.1 Main parameters table of ballastless track-bridge

coupling structure

结构计算参数

钢轨

轨道板

底座板

桥梁

弹性模量/GPa

密度/（kg/m3）

泊松比

宽×高/m2

弹性模量/GPa 34

密度/（kg/m3）

泊松比

宽×高/m2

弹性模量/GPa

泊松比

密度/（kg/m3）

宽×高/m2

弹性模量/GPa

泊松比

密度/（kg/m3）

宽×高/m2

数值

206

7 850

0.3

2.55×0.20

2 500

0.2

2.95×0.20

34

0.2

2 500

6×2

34.5

0.2

254 9

6×2

图3 无砟轨道-桥梁耦合结构频散特性图
Fig. 3 Dispersion characteristics of ballastless track-

bridge coupling structure
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采用有限元软件进行求解时，为满足计算精度

需对结构进行网格划分，越复杂的耦合结构需划分

的网格数也就越多。对无砟轨道-桥梁耦合结构的频

散特性求解时，共将其划分为209 148个单元，计算

耗时 1 125 s。值得强调的是，本文方法利用MAT-

LAB编程软件对其频散特性进行求解仅需28 s，证

明了计算的快速性和高效性。这一优势意味着该

方法可以用来快速地确定桥上轨道结构中需减振

的频段，评估减振措施的减振效果，为工程实践提

供便利和指导，有望在轨道交通的振动控制工程方

面发挥重要作用。

3 结构刚度参数分析

为了进一步研究轨道结构参数对频散特性的影

响，以便针对特定频段的减振要求而对轨道结构进

行参数优化，本节将采用控制变量法，其余参数不变

的情况下，分别分析扣件刚度、CA层刚度以及滑动

层刚度变化对轨道结构频散特性的影响。

3.1 扣件刚度

扣件作为轨道结构中的重要连接部件，其刚度

直接影响着钢轨与下方结构之间的耦合强度，进而

影响着弹性波在轨道结构内部的传播与衰减特

性。为分析扣件刚度对结构垂向振动传播的影响，

在其他参数不变的情况下，将扣件纵向刚度由2.4×

107 N/m2增至4.9×107 N/m2，相应地将扣件垂向刚度由

7.5×106 N/m2增至1×107 N/m2，得到扣件刚度增加对

周期性轨道-桥梁结构频散特性的影响如图4所示。

观察图 4（a），可以看到扣件刚度的增加对第 1

阶禁带的截止频率几乎无影响；由图 4（b）可以看

到，随着扣件刚度的增加，第2阶禁带的起始频率由

11.39 Hz 上升至 11.86 Hz，涨幅仅为 4%，在实际的

工程案例中可将其对第2阶禁带起始频率的影响忽

略不计；由图 4（c）可知，在扣件刚度的增长量相同

时，第2阶带隙截止频率受扣件刚度变化的影响最为

显著，其频率由42.90 Hz上升至47.32 Hz，宽度拓宽

了 4.42 Hz。这一变化在针对特定频段的振动控制

中具有重要的参考意义。在频率范围为 40~50 Hz

的减振工程中，可优先考虑对扣件参数进行优化。

3.2 CA层刚度

在结构内部其余参数均保持不变的情况下，将CA

层刚度的纵向刚度、垂向刚度分别由1.7×108 N/m2、

9.0×107 N/m2增至4.2×108 N/m2、1.15×108 N/m2，并利

用本文方法求解其对结构频散特性的影响。图5给

出了CA层刚度变化对各阶起始、截止频率的影响。

通过观察图 5（a）、5（b）和 5（c），我们可以清楚

地看到 CA 层刚度变化对弹性波传播的影响。首

先，由图 5（a）、5（b）可以看到第 1阶禁带的截止频

率、第2阶禁带的起始频率对CA层刚度变化的敏感

度较低，这说明CA层刚度变化对低频弹性波传播的

影响较小。其次，当CA层刚度增加时，第2阶截止

频率仅从 42.90 Hz增长到 43.61 Hz，增长幅度仅为

1.66%，这也进一步证实了CA层刚度对低频范围内

的弹性波传播影响较小。

3.3 滑动层刚度

在其余参数均保持不变的情况下，滑动层刚度

表2 不同方法计算无砟轨道-桥梁耦合结构
频散特性对比表

Tab.2 Comparison of dispersion characteristics of
ballastless track-bridge coupling structure calculated by

different methods

阶数

第1阶

第2阶

本文方法/Hz

0~9.06

11.39~42.90

有限元/Hz

0~8.92

10.95~42.85

图4 扣件刚度变化对无砟轨道-桥梁耦合结构频散特性影响图
Fig. 4 Influence of fastener stiffness change on the dispersion characteristics of ballastless track-bridge coupling structure
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变化对频散特性的影响如图6所示。图6给出了滑

动层纵向刚度、垂向刚度分别由1.5×1012 N/m2、1.2×

107 N/m2增至 4.0×1012 N/m2、3.7×107 N/m2时的结构

频散特性图。

从图6（a）的结果中清晰可见，滑动层刚度变化

对第 1阶带隙截止频率的影响较大，其频率由 9.06

Hz 变为 15.32 Hz，这表明滑动层刚度对于无砟轨

道-桥梁耦合结构中第 1阶截止频率有显著的调控

作用。进一步观察图6（b）中的结果，滑动层刚度的

变化同样对第 2 阶起始频率产生了显著影响，从

11.39 Hz增加至17.12 Hz。这进一步强调了滑动层

刚度对结构中低频弹性波传播的关键作用。然而，

与此相对比，由图6（c）可知第2阶截止频率对滑动

层刚度的变化不敏感。综合可知，在 20 Hz以下的

频率范围内，滑动层刚度的变化会对无砟-桥梁耦

合结构的弹性波行为产生显著影响，这为该频段内

的减振工作提供了理论支撑。

4 带隙机理分析

桥上轨道结构作为大型的复杂结构，轨道结构

内部、轨道与桥梁之间的耦合使得波在各部件间相

互传播。为深入研究弹性波在复杂耦合结构内部

的传播规律，本节将对 0~50 Hz的带隙形成机理进

行分析。既有研究已证明周期性轨道结构中同时

存在局域共振带隙和布拉格带隙，其中，局域共振

带隙约在300 Hz以下，布拉格带隙一般在1 000 Hz

以上。那么，本文所求得两阶带隙应均为局域共振

带隙[14-15]。为进一步证明该观点，根据周期性无砟

轨道-桥梁耦合结构的结构特征、材料特性等，将其

带隙起始、截止频率对应的振动模态简化为如图 7

所示的“质量-弹簧”模型[16]。

图 7中，k1 , k2 , k3 分别为扣件、砂浆层、滑动层

的等效纵向刚度与垂向刚度，m1 , m2 , m3 分别为钢

轨、轨道板、底座板的等效质量，m4 为桥梁的等效

质量，在计算时取 m4 为一个极大值。那么根据图7

可以得到特征频率的关系式如下

é
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êê
ê
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úú
ú

k1 + k2 -k2 0
-k2 k2 + k3 -k3

0 k1 + k2 k3

-ω2
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

m1
m2

m3

= 0 (10)

图5 CA层刚度变化对无砟轨道-桥梁耦合结构频散特性影响图
Fig. 5 Influence of CA layer stiffness on the dispersion characteristics of ballastless track-bridge coupling structure

图6 滑动层刚度变化对无砟轨道-桥梁耦合结构频散特性影响图
Fig. 6 Influence of glide lamella stiffness on the dispersion characteristics of ballastless track-bridge coupling structure
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而后，将各参数分别带入式（10）、式（11）求解

特征频率。再根据 ω = 2πf ，便可以得到各阶局域

共振带隙的起始频率和截止频率。表 3 中给出了

PWE-EM的计算结果与本节应用动力学特性估算

所得值的对比。由表 3可知，采用纵向刚度时的估

算值与所求结果一致，由纵向振动产生的第 1阶带

隙截止频率出现在 54.30 Hz，这表明在纵向刚度较

大时，周期性无砟轨道-桥梁耦合结构内0~50 Hz的

带隙主要源于纵向振动。除此之外，两种方法计算

结果的高度吻合，也更进一步证明了本文方法求解

周期性无砟轨道 -桥梁耦合结构频散特性的准

确性。

5 结论

利用平面波展开法 -能量法，建立了 4 层 Ti-

moshenko梁模型，对周期性无砟轨道-桥梁耦合结

构的频散特性进行了求解，对其结构参数、带隙形

成机理进行了分析，主要结论如下。

1）通过文章方法求解得到在0~50 Hz范围内，

周期性无砟轨道-桥梁耦合结构中共存在两阶带

隙：0~9.06 Hz、11.39~42.90 Hz。

2）随着扣件刚度增加，第2阶带隙的截止频率

相应增加；CA层刚度变化对于0~50 Hz内的弹性波

传播影响较小，几乎可忽略不计；滑动层刚度变化

主要影响着第 1阶带隙，第 1阶带宽随着滑动层刚

度的增加而增加。

3）根据带隙形成机理分析，0~50 Hz内的两阶

带隙均为局域共振带隙。且在纵向刚度较大时，二

者起始频率与截止频率主要受纵向刚度影响，随其

增加而增大。
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